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PROLOGO DE LA EDICION ESPANOLA

Catorce anos han transcurrido desde que apareciera la version castellana
de la tercera edicién del libro The Finite Element Method escrito por el Prof.
0. C. Zienkiewicz desde el Dpt. of Civil Engineering del University College
of Swansea en tierras del Pais de Gales. Mucho ha cambiado desde esa fecha
en el mundo de la ciencia en relacién con la investigacién y aplicaciones del
método de los elementos finitos (MEF).

Si por entonces el MEF era una técnica totalmente minoritaria entre los
investigadores de las universidades hispanas y sélo utilizada para estudiar
problemas muy especiales por empresas altamente tecnificadas, hoy en dia
el MEF es una herramienta sumamente extendida y empleada tanto en la
investigacién y desarrollo en la mayor parte de los dmbitos cientificos y
tecnolégicos de habla hispana, como por numerosos sectores productivos
preocupados por la mejora de la calidad de sus productos y procesos. Asi no
es extrafno encontrar aplicaciones del MEF en dreas tan lejanas entre si como
el disefio estructural, campo en el que el MEF se desarroll6 originalmente y
del que se nutrié de miltiples conceptos fisicos, y la meteorologia en donde se
resuelven actualmente los problemas de simulacién numérica quizas de mayor
tamano.

Esta circunstancia ha sido fruto de una serie de coincidencias favorables.
Entre ellas hay que citar el esfuerzo de las Universidades y Centros de
Investigacién en los paises de habla hispana, tanto en la formacion de
investigadores en el area de la simulacién numérica como en la difusién de las
ventajas de los métodos numéricos en el mundo industrial, que en su continuo
progreso ha ido requiriendo andlisis por ordenador cada vez mas precisos y
eficientes.

Fruto de este esfuerzo se ha ido generando una masa critica de “expertos”
en métodos numéricos en todo el mundo hispanico, que desarrolla una
constante actividad en miiltiples campos cientifico-técnicos con frecuentes
reuniones y congresos relacionados con los métodos numéricos y sus
aplicaciones, celebrados en Espana o en algin otro pais de lengua espafiola.
Asimismo, la creacién de centros nacionales o regionales relacionados con
esta especialidad, tales como la Sociedad Espanola de Métodos Numéricos
en Ingenieria (SEMNI), la Asociacién Argentin}‘a/?ie Mecanica Computacional
(AMCA), la Asociacién Iberoamericana de Mecanica Computacional, asi
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como diversas asociaciones de matematica aplicada a la industria han
contribuido al gran avance del MEF en al 4mbito hispano. Todas las personas
relacionadas con estos grupos celebrardn con toda seguridad la aparicién de
este texto.

El contenido del libro es excelente y ofrece una completa panoramica
de las posibilidades del MEF en practicamente todos los campos cientifico-
técnicos. El temario de cada capitulo se ha actualizado y ampliado y eso
explica la inevitable divisién en dos volémenes que serdn de obligada consulta
para los interesados en el MEF y sus aplicaciones.

No puedo acabar estas lineas sin agradecer al profesor Zienkiewicz su
constante apoyo a la comunidad numérica hispana durante estos 1ltimos
afos a través de sus estancias anuales en el Centro Internacional de Métodos
Numéricos en Ingenieria (CIMNE), como Catedritico UNESCO de Métodos
Numeéricos en Ingenieria de la Universidad Politécnica de Catalufia. Fue
precisamente durante una de dichas estancias cuando surgié la idea de esta
publicacidn.

Muchas gracias también en nombre del CIMNE a todo el equipo que ha
intervenido en la edicién de este texto. En primer lugar al Dr. Miguel Cervera
Ruiz por su importante labor coordinadora, asi como por la traduccién de
todos los nuevos contenidos de esta cuarta edicién, y a las Sras. Lorena
Ballividn y Laura Puccio por su excelente trabajo en la escritura del texto
en TEX.

Finalmente quiero agradecer también la colaboracién prestada por
McGraw-Hill/Interamericana de Espaiia para la edicién en castellano de esta
obra.

Barcelona, Septiembre de 1993

Eugenio Onate Ibifiez de Navarra

- Catedritico de Mecanica de Medios Continuos
y Teoria de Estructuras de la
Universidad Politécnica de Catalufia

— Director del Centro Internacional de Métodos
Numéricos en Ingenieria

PROLOGO

Hace ya mas de veinte afios desde que se publicé por primera vez “The
Finite Element Method in Structural and Continuum Mechanics”. Este libro,
que fue el primero en tratar el método de los elementos finitos, sirvié de base
para muchos desarrollos posteriores. La expansién de la investigacion y el
campo de aplicacién de los elementos finitos llevé a la segunda edicién en
1971 y a la tercera en 1977. El tamafio de cada uno de estos volimenes
crecié geométricamente (de 272 péginas en 1967, 521 péaginas en 1971, a
787 péginas en 1977). Esto fue necesario para hacerle justicia a un campo
de aplicacién profesional e investigacién en ripida expansién. Adn asi, fue
preciso filtrar los contenidos de la tercera edicién para mantenerla dentro de
limites razonables.

Como, en esencia, los temas publicados en la tercera edicién son todavia
validos hoy, y esto constituye un libro de texto y de referencia util y
ampliamente utilizando, hemos decidido publicar una versién eztendida en
dos volimenes. Estos mantienen en la medida de lo posible los contenidos
de la tercera edicién y afaden o reinterpretan temas que han adquirido hoy
una importancia adicional.

La divisién de los contenidos entre los dos volimenes sigue los fines
pedagdgicos para los que puede utilizarse el libro, bien para estudio personal,
tal como pensamos que sera ampliamente empleado por los ingenieros, o
bien en cursos universitarios para ingenieros y fisicos. Por tanto, el primer
volumen se dedica a los conceptos bédsicos de aproximacién por elementos
finitos y a calculos sencillos, lineales y estaticos, que incluso hoy constituyen
la mayor parte del uso de los elementos finitos.

Hemos relegado al segundo volumen todos los problemas de dinamica,
de técnicas de solucién no-lineales, y ciertamente, los problemas lineales de
placas y ldminas que introducen dificultades especiales y donde todavia se
debaten las técnicas 6ptimas.

Los contenidos del primer volumen estin ligeramente reordenados
respecto a los de la tercera edicidn, y los primeros ocho capitulos tratan
problemas de elasticidad lineal que para muchos son ain la esencia de la
aplicacién del método de los elementos finitos. El Capitulo 9 generaliza los
conceptos y muestra el método y su aplicacién a la solucién de problemas
gobernados por ecuaciones diferenciales. En los primeros capitulos hay pocos
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cambios respecto a la tercera edicién, pero el texto se ve ampliado por la
adicién de las funciones de forma jerarquicas (Capitulo 7), de los elementos
infinitos (Capitulo 8), y la notacién tensorial para aquéllos que la prefieren
(Capitulo 6). .

El Capitulo 10 muestra las aplicaciones a varios problemas de campo y
también se presenta con minimos cambios. Sin embargo, los Capitulos 11 a
14 introducen nueva materia que hoy es objeto de creciente actividad.

En el Capitulo 11 se amplia sobre el “test de la parcela” al que sélo se
hacia breve referencia en ediciones anteriores. Se demuestra cémo se puede
utilizar el test para combrobar, y de hecho disenar, nuevos elementos.

Los Capitulos 12 y 13 presentan la esencia de las “formulaciones mixtas”
y muestran cémo tales formulaciones se pueden usar de forma eficiente en
muchos problemas. En particular, se discuten en detalle temas tales como la
imposicién de la condicién de incompresibilidad, de gran interés en problemas
de mecanica estructural y de fluidos.

El Capitulo 14 introduce al lector en la nueva area de la estimacién de
error y la adaptabilidad, que surgié después de la aparicién de la tercera
edicion y que hoy es de vital importancia para asegurar [a precision de los
calculos.

La aplicacién del método de los elementos finitos depende del uso
habilidoso de los ordenadores y de técnicas eficientes de programacién. El
capitulo que concluye el libro, Capitulo 15, incluye mucha de la experiencia
en programacién de la Universidad de California en Berkeley, y el Instituto
de Métodos Numeéricos en Ingenieria de Universidad de Gales, en Swansea.
El programa que se presenta no es sélo 1til para educacién, sino que puede
ser eficientemente empleado para la solucién de problemas reales en varios
sistemas de ordenadores y microordenadores.}

Aunque muchos de los desarrollos presentados en este libro han sido
hechos por matematicos, hemos tratado de presentar los temas en un
lenguaje y forma accesible para los ingenieros, aunque intentando mantener
el necesario rigor en todos los casos.

0CZ y RLT

{ Se pueden obtener diskettes y cintas con el listado leto del progr pidiéndolo a R.L . Taylor,
Department of Civil Engineering, University of California, Berkeley CA 94720, USA.
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LISTA DE SIMBOLOS

Como referencia, se ofrece a continuacién una lista de los simbolos principales
utilizados en este libro, aunque todos se definen en el texto a medida que
aparecen. En muchas ocasiones se han de utilizar otros adicionales para
operaciones secundarias y puede que se repita el mismo simbolo. Se espera
que la explicacién correspondiente en el texto evitara cualquier confusién.

Los simbolos se listan aproximadamente segin el orden de su aparicién a

través de los capitulos.

Las matrices y las columnas se expresan por letras negritas, por ejemplo
K, a; KT indica la traspuesta de K. Los puntos se utilizan para indicar
diferenciacién respecto de una variable, por ej., élz = a, etc.

Capitulo  Simbolo

1 a;, a desplazamientos nodales o globales
parametros de problemas discretos
qf fuerza nodal en ¢ debida al elemento e
K¢, K matriz de rigidez (elemento/global)
f;i fuerza nodal del elemento en i debida a p, etc.
r; fuerza nodal exterior
' tensién (vector columna)
LT matrices de cambio de ejes
b otros parametros
2,3,4,5 u vector de desplazamientos (componentes u, v

CmogmzZune o
Il
|
2

€0, 00

y w)

aproximacién de u

deformacién (vector columna)
operador de deformaciones
funcién de forma (de desplazamientos)
funcién de forma de deformaciones
matriz de rigidez elastica

fuerzas masicas (vector columna)
médulo de Young

coeficiente de Poisson

deformacién o tensién inicial
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LISTA DE SIMBOLOS XXIII

be,bu etc.
t
bz, tz, etc.,

€z, Yzy, Oz Ty

variacién virtual de €, u, etc.
fuerza de superficie 9
componentes z de las fuerzas madsicas y de

superficie

componentes z de las deformaciones y

tensiones

Q
r

A(u),B(u), etc.

dominio

contorno de 2

operadores que definen las ecuaciones diferen-
ciales del problema y las condiciones de con-
torno ‘

U energia de deformacién u,¢,¢ funciones incognita
w energia potencial de las cargas v funcién de “prueba”
I energia potencial total a,b, etc. pardmetros nodales (u otros) que definen el
I matriz unidad desarrollo de prueba u ~ Na
h dimensidn representativa del elemento W funcién de ponderacién
¢ potencial de fuerzas masicas (u otra funcién 11 un funcional estacionario
escalar) L operador diferencial lineal
¢ valores nodales del potencial de fuerzas ma- C(u) condicién de vinculacién en u
. sicas A multiplicador de Lagrange
m? = [1,1,0)0[1,1,1,0,0,0 nT = [nz,ny,n; vector normal al contorno
sty HUy Y Y
matriz equivalente del delta de Kronecker para a nimero corrector T
los vectores de deformacién/tensién en dos o v operador gradiente = [29@5’ 38'1}" 3‘92]
C tres dimensiones vT operador de divergencia
z,y,2,¢,y,z,r,2,0 coordenadas cartesianas o cilindricas
9 cambio de temperarura
a coeficiente de expancién témica 10 k,k matriz y coeficiente de permeabilidad
P presién interna H matriz del problema discretizado
a;b;c; constantes en un desarrollo polinémico P presion
de una funcién N; ¢ potencial
T temperatura
6 : H fuerza del campo magnético
Za a=1 ) ,2’3 co.o%'denadas cartesianas B densidad del flujo magnético
notacién 1x:1d1c1a.] J corriente eléctrica
Ue desplazamiento paralelo a zq
€ab componente del tensor de deformaciones . :
Wab tensor de rotacion 12 A,B,C,Q.M sistema de matrices
Aath cosenos directores z y o* tensor de tensiones alisado (proyectado)
a .
b componente del tensor de tensiones p act:lerador de convergencia .
Ug p derivada de u, en la direccién z; K,G médulos de deformacién y de rigidez tranversal
7,8 I polinomios de Lagrange 14 € error local
&n(¢) coordenadas curvilineas de elementos, bi y €o O €y error local en o’lo u
tridimensionales Ilells norma de energia de e ou
Ly, Lo, (L3) coordenadas triangulares (superficie) o tetraé- n ]')orFentaJe de error relativo
dricas (de volumen) 0 indice de efectividad
J matriz jacobiana o aproximacién de la tensién por
H;,w; coeficientes de peso de la cuadratura elem.entos- finitos
a* tensién alisada o proyectada
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residuo en el dominio
residuo o salto discontinuo
en la interfase

indicador de refinamiento

Capitulo 1

PRELIMINARES: LOS SISTEMAS
DISCRETOS EN GENERAL

1.1 Introduccién

Las limitaciones de la mente humana son tales que no puede captar el
comportamiento del complejo mundo que la rodea en una sola operacién
global. Por ello, una forma natural de proceder de ingenieros, cientificos, e
incluso economistas, consiste en separar los sistemas en sus componentes
individuales, o “elementos”, cuyo comportamiento pueda conocerse sin
dificultad, y a continuacién reconstruir el sistema original para estudiarlo
a partir de dichos componentes.

En muchos casos se obtiene un modelo adecuado utilizando un ndmero
finito de componentes bien definidos. A tales problemas los denominaremos
discretos. En otros, la subdivisién prosigue indefinidamente y el problema
s6lo puede definirse haciendo uso de la ficcién matematica de infinitésimo.
Ello nos conduce a ecuaciones diferenciales o expresiones equivalentes con un
ntmero infinito de elementos implicados. A tales sistemas los llamaremos
continuos.

Con la llegada de las computadoras digitales, los problemas discretos
pueden resolverse generalmente sin dificultad, adn cuando el ntimero de
elementos sea muy elevado. Como la capacidad de las computadoras
es finita, los problemas continuos sdlo se pueden resolver de forma
exacta mediante manipulaciones matemdticas. En este aspecto, las
técnicas matematicas disponibles suelen limitar las posibilidades a casos
extremadamente simplificados.

Para vencer la dificultad que presenta la solucién de problemas continuos
reales, ingenieros y matematicos han ido proponiendo a través de los afios
diversos métodos de discretizacién. La aplicacién de estos métodos hace
necesario efectuar alguna aprozimacién de tal manera que quepa esperar que
la misma se acerque, tan estrechamente como se quiera, a la solucién continua
verdadera a medida que crezca el ntimero de variables discretas.

La discretizacion de problemas continuos ha sido abordada de manera
diferente por matemdticos e ingenieros. Los primeros han desarrollado
técnicas generales aplicables directamente a las ecuaciones diferenciales que
rigen el problema, tales como aproximaciones por diferencias finitas,!?
diferentes métodos de residuos ponderados,®* o técnicas aproximadas,

1
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para determinar puntos estacionarios de “funcionales” definidos en forma
apropiada. Los ingenieros, por otra parte, suelen enfrentarse al problema
mas intuitivamente creando una analogia entre elementos discretos reales y
porciones finitas de un dominio continuo. Por ejemplo, en el campo de la
mecéanica de los sélidos, McHenry®, Hrenikoff® y Newmark” demostraron,
al comienzo de la década de 1940, que pueden obtenerse soluciones
razonablemente buenas de un problema continuo sustituyendo pequefias
porciones del continuo por una distribucién de barras eldsticas simples. Mds
tarde y en el mismo contexto, Argyris®, Turner y otros® demostraron que
se pueden sustituir las propiedades del continuo de un modo mas directo,
y no menos intuitivo, suponiendo que las pequefias porciones del mismo, o
“elementos”, se comportan de una cierta forma simplificada.

Fue de la posicién de “analogia directa”, adoptada por los ingenieros,
de donde naci6 la expresién “elemento finito”. Parece que fue Clough!® el
primero en usar este nombre que supone el uso preciso de la metodologia
general aplicable a los sistemas discretos. Esto, tanto desde el punto de
vista conceptual como del numérico, es de la mayor importancia. El primero
permite una mejor comprensién del problema; el segundo, el uso de un
criterio unificado para abordar una gran variedad de problemas y desarrollar
procedimientos generales de calculo.

-Mucho se ha avanzado desde el principio de la década de 1960 y hoy
dia, las dos vertientes, la meramente matematica y la “analégica”, estin en
completo acuerdo. Es objeto de este texto presentar un panorama del método
de los elementos finitos como procedimiento general de discretizacion de los
problemas continuos planteados por ezpresiones definidas matemdticamente.

Con el transcurso de los afios se han ido desarrollando métodos
generales para analizar problemas de naturaleza discreta. El ingeniero
civil, que trabaja con estructuras, calcula primero las relaciones entre
fuerzas y desplazamiento para cada miembro de la estructura y después
procede al ensamblaje del conjunto siguiendo un procedimiento bien definido
que consiste en establecer el equilibrio local en cada “nudo” o punto
de unién de la estructura. A partir de tales ecuaciones se pueden
obtener los desplazamientos desconocidos. Anédlogamente, el ingeniero
hidraulico o eléctrico, que trabaja con conducciones hidraulicas o con redes
de componentes eléctricos, (resistencias, condensadores, etc.), establece
primeramente una relacién entre corrientes (flujos) y potenciales para cada
elemento aislado y después procede a unir el conjunto imponiendo la
continuidad de los flujos.

Todos estos analisis siguen un patrén general que puede adaptarse
universalmente a todos los sistemas discretos. Es por tanto posible definir un
sistema discreto tipo. Este capitulo se ocupa fundamentalmente de establecer
los procedimientos aplicables a dichos sistemas. Mucho de lo que aqui se
presenta es conocido por cualquier ingeniero, pero es aconsejable en esta
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parte reiterar algunos conceptos. Dado que el estudio de las estructuras
elasticas ha sido el campo en el que se ha desarrollado mayor actividad,
presentaremos su estudio en primer lugar y seguidamente diversos ejemplos
de otros campos, antes de que intentemos presentar el problema de manera
general.

La existencia de una manera tnica para abordar los problemas discretos
tipo nos lleva a la primera definicién del método de los elementos finitos como
procedimiento de aproximaciéon de problemas continuos, de tal forma que:

a) el continuo se divide en un numero finito de partes (elementos), cuyo
comportamiento se especifica mediante un numero finito de parametros, y

b) la solucién del sistema completo como ensamblaje de los elementos
sigue precisamente las mismas reglas que se aplican a los problemas
discretos tipo.

Se encontrard que numerosos métodos matematicos clasicos de
aproximacidn se incluyen en esta categoria, asi como también varios métodos
de aproximaciones de naturaleza técnica. Es dificil, por tanto, hablar de los
origenes del método de los elementos finitos y del preciso momento de su
invencién.

En la Tabla 1.1 presentamos el proceso de evolucién que condujo a los
conceptos actuales del analisis mediante elementos finitos. En el Capitulo 9 se
presentaran con mas detalle las bases matematicas cuya evolucién se remonta

a épocas mas clasicas.!1-%0

1.2 Elementos y sistemas estructurales

Para presentar al lector el concepto general de sistema discreto,
consideraremos en primer lugar un ejemplo mecanico estructural del tipo
de elasticidad lineal.

Sea la Figura 1.1 una estructura plana formada por distintos elementos
enlazados entre si en los nudos, numerados del 1 al n. Los enlaces en los nudos
son, en este caso, articulaciones de manera que no transmiten momentos.

Para empezar se supondra que mediante calculos efectuados aparte, o
mediante resultados experimentales, conocemos exactamente las propiedades
de cada elemento. Asi pues, si examinamos un miembro representativo como
el (1) asociado a los nudos 1, 2 y 3, las fuerzas que actian en los nudos
estan univocamente definidas por los desplazamientos de tales nudos, la carga
distribuida que actiia sobre el elemento (p), y su deformacion inicial. Esta
ultima puede ser debida a la temperatura, a la retraccién, o simplemente a
un desajuste inicial. Las fuerzas y los correspondientes desplazamientos se
definen mediante las componentes apropiadas (U, V y u, v) en un sistema
de coordenadas cartesianas.
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Suponiendo que el elemento presenta un comportamiento elastico lineal, la
relacién caracteristica sera siempre de la forma

q' =K'a' +f, + £, (1.3)

en donde f;, representa las fuerzas nodales necesarias para equilibrar cualquier
carga distribuida que actie sobre el elemento y felo las fuerzas nodales
necesarias para equilibrar cualquier deformacién inicial, como la que puede
ocasionar un cambio de temperatura si los nudos tienen impedido todo
desplazamiento. El primer término representa las fuerzas inducidas por los
desplazamientos de los nudos.

Similarmente, mediante un andlisis o experimento preliminar se pueden
definir univocamente las tensiones o reacciones internas en cualquier punto
o puntos especificados del elemento, en funcién de los desplazamientos de
los nudos. Definiendo esas tensiones mediante la matriz o' se obtiene una
relacion de la forma

o' =S'a' + o, + oy, (1.4)

donde los dos dltimos términos son simplemente las tensiones originadas por
las cargas distribuidas que actian sobre el elemento o por tensiones iniciales
cuando se restringe el desplazamiento en los nudos.

La matriz K€ se conoce como matriz de rigidez del elemento y la matriz
S€ como matriz de tensiones del elemento (e).

Se han ilustrado las relaciones (1.3) y (1.4) utilizando el ejemplo de un
elemento de tres nudos y puntos de interconexion capaces de transmitir
s6lo dos componentes de fuerza. Obviamente, los mismos argumentos
y las mismas definiciones se pueden aplicar con cardcter general. Un
elemento como el (2) de una estructura hipotética tendra sélo dos puntos de
interconexion; otros pueden tener un numero muy superior. Analogamente,
si los puntos de enlace se consideran rigidos han de tenerse en cuenta tres
componentes de fuerzas generalizadas y tres componentes de desplazamientos
generalizados, correspondiendo el tercero de ellos a un momento y a una
rotacién, respectivamente. Para una estructura tridimensional rigidamente
articulada, el nimero de componentes por nudo serd seis. Asi pues, en
general:

QE gl
2

o= *® y a®=¢ . (1.5)
q, am

poseyendo cada q; y a; el mismo niimero de componentes o grados de libertad.
Estas cantidades son conjugadas una de la otra.
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Figura 1.2 Barra articulada en los extremos.

Las matrices de rigidez de los elementos seran, por tanto, siempre
cuadradas y de la forma

K Kj - Ki,
K=| . : (1.6)
K¢, -+ - K&

donde K¢, etc., son submatrices también cuadradas de dimensiones I x {
siendo [ el nimero de componentes de fuerza a considerar en los nudos.

Como ejemplo, el lector puede considerar la barra articulada plana de
seccién uniforme A y médulo de elasticidad E que se representa en la
Figura 1.2. La barra estd sometida a una carga lateral uniforme p y a una
deformacién uniforme debida a la temperatura

eg = aT

Si los extremos de la barra estan definidos por las coordenadas z;, y; y zn,
yn su longitud puede calcularse mediante la férmula

L=+[(en - i) + (yn — %:)?]
y su angulo de inclinacién respecto a la horizontal por
1Yn — Y

8 = tan ' ¥——
Tn — Ty
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Solamente hay que considerar dos componentes de fuerzas y de
desplazamientos en cada nudo.

Las fuerzas nodales debidas a la carga lateral son, evidentemente

—senf3
U;
€ - V; __ cos B p_L
P gn —senf 2
"p cos 8

y representan las componentes adecuadas de las reacciones de una viga
simplemente apoyada, pL/2. Similarmente, para impedir la expansién
térmica € se necesita una fuerza axial (EaT A), lo que da unas componentes

U, —cosf3

1

g _ V; __)- senf

€9 (én cosﬂ (EQTA)
" e sen3

Finalmente, los desplazamientos del elemento

originarén un alargamiento (un—u;) cos 8+ (vn—v;) sen B. Al mutiplicar éste
por EA/L obtendremos la fuerza axial cuyas componentes pueden calcularse.
Tras ordenar las ecuaciones obtenemos la expresion general

U;
eae—J) Vil _
Kfa® = U =
cos* 3 senfcosf : —cos’f3 —senf cos 8
EA | senfcosf  sen’f : —senfcos3 —sen’f ::'
T e SEREEELLLEERPRREEERPRRERRY u,
— cos? —senffcosf : cos’f senf cos 8 Up
—senficos f —senf :  senfcosf sen?f3

Asi pues, hemos obtenido las componentes de la ecuacién general (1.3)
para el caso elemental estudiado. Es, asimismo, muy sencillo establecer las
tensiones en cualquier seccién del elemento en la forma establecida por la
Ec. (1.4). Por ejemplo, si se considera la seccién media C de la viga, puede
demostrarse que las tensiones en la fibra extrema, calculadas a partir de la
tensién axial del elemento y del momento flector, son
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E
e _ [ _ & | —cosfB, —senf, cosf, sen e
9c = { }C T L [—cosﬂ,, —sen S, cosﬂ’, senfB| 2 +

L2 d
(A5 (1) eer
en la cual d es el semiespesor de la seccién e I su momento de inercia. Por
tanto, todos los términos que aparecian en la Ec. (1.4) son ya facilmente
reconocibles.

Para elementos mds complicados se requieren procedimientos de analisis
mas elaborados, pero los resultados tienen la misma forma. El ingeniero
reconocera enseguida que las relaciones entre desplazamientos y rotaciones
que se usan en el andlisis de entramados rigidos son solamente un caso
particular de las relaciones generales.

Quizas deba destacarse, de paso, que la matriz de rigidez obtenida para
el elemento aislado sometido a traccién resulta ser simétrica (como también
ocurre con algunas submatrices). Esto no es en absoluto un hecho fortuito,
sino que es consecuencia del principio de la conservacion de la energia y de
su corolario, el conocido teorema de reciprocidad de Maxwell-Betti.

Se ha supuesto que las propiedades del elemento cumplen relaciones
lineales sencillas. En principio, se podrian establecer relaciones similares para
materiales no lineales, pero por el momento aplazaremos para mas adelante
el estudio de los problemas de esta naturaleza.

1.3 Ensamblaje y andlisis de una estructura

Consideremos de nuevo la estructura hipotética de la Figura 1.1. Para
obtener la solucién completa se han de satisfacer en toda ella las dos
condiciones de: )

a) compatibilidad de los desplazamientos, y
b) equilibrio.

Todos los sistemas de desplazamientos nodales a:

a= ;l (1.7

an

representando ahora a la totalidad de la estructura y donde participan todos
los elementos de la misma, satisfacen automaticamente la primera condicién.

Como las condiciones generales de equilibrio ya son satisfechas dentro de
cada elemento, sélo nos queda por establecer las condiciones de equilibrio
en los nudos de la estructura. Las ecuaciones que resulten contendran los
desplazamientos como incégnitas y una vez calculados éstos el problema
quedard completamente resuelto. Las fuerzas internas, o tensiones, que



10 El Método de los Elementos Finitos

actian dentro de cada elemento pueden hallarse ficilmente utilizando las
caracteristicas establecidas a priori para cada elemento por la Ec. (1.4).

Consideremos la estructura sometida a un sistema de fuerzas externas r
aplicadas en los nudos:

T
r = E (1.8)
I'n

ademas de las cargas distribuidas aplicadas a cada elemento individual.
Como antes, cada una de las fuerzas r; debera tener el mismo nimero de
componentes que las reacciones consideradas en cada elemento. En el ejemplo

en cuestiéon
r; = { {, } (1.9)

ya que se ha supuesto que las uniones son articulaciones, pero ahora, a efectos
de generalizar, supongamos que el nimero de componentes es arbitrario.

Si establecemos ahora el equilibrio en un nudo cualquiera, i, cada
componente de r; tiene que ser igual, a su vez, a la suma de las componentes
de las fuerzas que aportan los elementos que se retinen en dicho nudo. Asi
pues, considerando todas esas componentes

m
=Y af=q +q+ (1.10)
e=1

en donde q] es la fuerza que el elemento 1 aporta al nudo i, q? la fuerza que
aporta el elemento 2, etc. Claramente, sélo los elementos que contengan al
punto ¢ contribuiran con fuerzas no nulas, pero para mayor claridad se han
incluido todos los elementos en el sumatorio.

Al sustituir las fuerzas aportadas al nudo i por sus expresiones dadas por
la definicién (1.3), resulta que las variables nodales a; son comunes (y por
ello, omitiendo el supraindice €), tendremos

m m m
ri=() Khar+ () K@ag+---+ D ff (1.11)
e=1 e=1 e=1
donde
o

Como antes, el sumatorio sélo afecta a los elementos que contienen al
nudo i. Reuniendo todas esas ecuaciones obtenemos simplemente

Ka=r-f (1.12)
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en la cual las submatrices son

€

I
NgE!

K;;

®
I
—

(1.13)
f;

s

ff

1
-

e

con sumatorios que comprenden a todos los elementos. Esta regla tan
sencilla para ensamblar los elementos es muy util, pues tan pronto como
se conozca un coeficiente para un elemento particular se puede almacenar
inmediatamente en la “posicién” adecuada del computador. Este proceso
general de ensamblaje constituye la caracteristica fundamental y comin a
todos los cdlculos por elementos finitos y debe ser bien comprendido por el
lector.

Si utilizamos diferentes tipos de elementos estructurales y éstos han de
acoplarse, se ha de recordar que la regla para la suma de matrices sélo
permite ésta si las matrices son de idénticas dimensiones. Por consiguiente,
las submatrices individuales que hayan de ensamblarse deben formarse con
el mismo nimero de componentes de fuerzas o de desplazamientos. Asi, por
ejemplo, si un miembro capaz de transmitir momentos a un nudo tiene que
unirse en ese nudo a otro miembro que esté articulado, es necesario completar
la matriz de rigidez de este dltimo insertando convenientemente ceros en las
posiciones correspondientes a las rotaciones y en las de los momentos.

1.4 Condiciones de contorno

Fl sistema de ecuaciones que resulta de la Ec. (1.12) puede resolverse una
vez sustituidos los desplazamientos impuestos en los apoyos. En el ejemplo
de la Figura 1.1, donde son nulas ambas componentes de los desplazamientos
de los nudos 1 y 6, habria que sustituir

o =ue {8)

lo que equivale a reducir el nimero de ecuaciones de equilibrio (en este caso
doce) anulando las dos primeras y las dos dltimas, y reduciéndose asi el
ntmero total de incégnitas a ocho. Es conveniente, sin embargo, ensamblar
las ecuaciones de la forma expresada en la Ec. (1.12) para incluir todos los
nudos.

Es obvio que sin sustituir un ndmero minimo de desplazamientos,
obligados para impedir que la estructura se mueva como un solido rigido,
seria imposible resolver el sistema pues los desplazamientos no pueden quedar
univocamente determinados por las fuerzas y habria infinitas soluciones
para un sistema de fuerzas dado. Este hecho, fisicamente evidente, debe
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interpretarse matematicamente en razén de que la matriz K, al ser singular,
carece de inversa. Estableciendo los desplazamientos adecuados tras la fase
del ensamblaje, podra obtenerse una solucién inica prescindiendo de las filas
¥ las columnas adecuadas de las distintas matrices.

La forma del sistema de ecuaciones una vez ensambladas, es como sigue

ry—f
Iy —fz (1.14)

Kjia; + Kyzaz + -+
Kjja; + Kgza; + - --
etc.

Se apreciard que si imponemos un desplazamiento cualquiera, tal como
a, = @;, la “fuerza” ‘exterior r; no puede ser impuesta y permanecera como
incégnita. Podemos, pues, prescindir de la primera ecuacién y sustituir a;
por un valor conocido en las restantes ecuaciones. Este procedimiento implica
un proceso de cdlculo engorroso, pudiéndose alcanzar el mismo objetivo
afadiendo al coeficiente K;; un nimero grande, al, y reemplazando el
segundo miembro de la ecuacién, ry — fi, por @ a. Si a es mucho mayor que
cualquier otro coeficiente de rigidez, esta alteracién equivale a reemplazar la
primera ecuacién por

aa; = aa; (1.15)

es decir, la condicién necesaria impuesta, pero se conserva la simetria
del sistema y sélo se necesitan unos cambios minimos en el orden del
calculo. De haber mds desplazamientos impuestos, seguirfamos el mismo
procedimiento. Este artificio fue introducido por Payne e Irons.?! En
el Capitulo 15 se presentard un procedimiento alternativo que evita el
ensamblaje de ecuaciones correspondientes a nudos con valores de contorno
impuestos.

Una vez introducidas todas las condiciones de contorno podemos resolver
el sistema de ecuaciones y obtener los desplazamientos incégnita junto con
las tensiones y fuerzas internas de cada elemento.

1.5 Redes hidriulicas y eléctricas

En muchos campos no pertenecientes al anélisis de estructuras se aplican
los mismos principios para deducir las caracteristicas de los elementos y
de su ensamblaje. Consideremos, por ejemplo, un conjunto de resistencias
eléctricas como el representado en la Figura 1.3.

Si aislamos una resistencia cualquiera, 7, del resto del sistema, segun
la ley de Ohm podemos escribir las relaciones siguientes entre las corrientes
que entran en el elemento por cada uno de sus extremos y las diferencias de
potencial entre éstos
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Figura 1.3 Red de resistencias eléctricas.

1

I ==Vi- V)
1

5= =V = V2)

o en forma matricial

I

(3)-2 2 70)

que con nuestra notacién es simplemente

~

Je = K°V® (1.16)

Esta ecuacidén corresponde claramente a la relacién de rigidez (1.3), pues
si ademds se suministrasen corrientes exteriores a lo largo del elemento, se
podrian calcular también términos equivalentes a las “fuerzas”.

Para ensamblar toda la red suponemos la continuidad del potencial en
cada nudo e imponemos en éstos el equilibrio de las corrientes concurrentes.
Si P; representa ahora la entrada de una corriente externa en el nudo i se
habra de verificar, de forma completamente andloga a la Ec. (1.11),

m
Pi=Y Y KV (1.17)
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donde el segundo sumatorio incluye a todos los “elementos”, y de nuevo para
todos los nudos

P =KV (1.18)

en la cual

m
Kij =) Kj
e=1

Se ha prescindido en las férmulas anteriores de la notacién matricial, ya que
las magnitudes como tensién y corriente son escalares, y por consiguiente
también lo son los coeficientes de la matriz “de rigidez”.

Si las resistencias se reemplazaran por tuberias por las que discurriera un
fluido en régimen laminar, obtendriamos de nuevo férmulas similares siendo
ahora V la caida de presiéon y J el flujo.

Sin embargo, para las redes de tuberias habitualmente empleadas en la
practica, las leyes lineales no son en general validas. La relacion tipica entre
flujo y diferencia de presion es de la forma

L=eVi-V) (1.19)

en la cual el exponente v varia entre 0.5 y 0.7. Atn asi, seguirfa siendo
posible escribir ecuaciones de la forma (1.16) advirtiendo, no obstante, que
las matrices K¢ no estin ya formadas por constantes, sino por funciones
conocidas de V. Las ecuaciones finales pueden nuevamente ensamblarse,
pero presentan formas no lineales y en general para su solucién necesitaremos
hacer uso de métodos iterativos.

Finalmente, quizis sea interesante hacer mencién a la expresién mas
general de una red eléctrica atravesada por una corriente alterna. Es corriente
escribir en forma compleja las relaciones entre corrientes y tensiones,
reemplazando las resistencias por impedancias complejas. De nuevo se
obtendran relaciones generales como las (1.16) a (1.18), pero con cada
cantidad dividida en sus partes real e imaginaria.

Para encontrar la solucién se pueden seguir los mismos procedimientos,
considerando en cada paso la igualdad de las partes real e imaginaria, y lo
cierto es que los modernos ordenadores posibilitan el empleo de programas
generales que hacen uso de la capacidad de tales ordenadores para tratar
niimeros complejos. Mas adelante, al tratar de los problemas de vibraciones,
se hdra referencia a algunos problemas de esta clase.

1.6 El proceso general

Para afianzar los conceptos expuestos en este capitulo presentaremos
un ejemplo. Este se muestra en la Figura 1.4(a), donde se interconectan
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1 2

~o

(b)

K] -{r}

Figura 1.4 El proceso general.

cinco elementos discretos, que pueden ser de tipo estructural, eléctrico o de
cualquier otra naturaleza lineal. En la solucién:

El primer paso es determinar las propiedades de cada elemento a partir
de la geometria del problema, de los datos de carga y de la naturaleza
del material. Se determina la matriz de rigidez para cada elemento asi
como las correspondientes “cargas nodales” en la forma expresada por la
Ec. (1.3). Cada elemento tiene su propio niimero de identificacién y sus
conexiones nodales especificadas. Por ejemplo:

elemento conexién

1
1
2
3
4

~NOYUuA W
QO~I o

1
2
3
4
5

Suponiendo que las propiedades se hayan establecido en las mismas
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coordenadas, podemos alojar cada componente de “rigidez” o de “fuerza”
en la matriz global como se muestra en la Figura 1.4(5). Cada cuadrado
sombreado representa un coeficiente individual, o una submatriz del
tipo K;; si consideramos mds de una cantidad en los nudos. En este
caso, para cada elemento se muestra su contribucién individual y el
lector puede comprobar la posicién de los coeficientes. Adviértase que
aunque hemos considerado en este ejemplo “elementos” de varios tipos,
no representa ninguna dificultad su especificacién. (Todas las ‘fuerzas’,
incluyendo las nodales, se han asociado aqui con elementos por razones
de simplificacién).

El segundo paso es el ensamblaje de las ecuaciones finales del tipo de la
Ec. (1.12). Esto se puede realizar simplemente siguiendo la regla dada
en la Ec. (1.13), es decir, mediante simple adicién de todos los niimeros
en el lugar correspondiente de la matriz global. El resultado se muestra
en la Figura 1.4(¢) donde se han sombreado los coeficientes no nulos.
Como las matrices son simétricas, en realidad solamente tenemos que
calcular la mitad superior de la diagonal.

Todos los coeficientes no nulos estdn confinados dentro de una banda o
contorno cuyo ancho puede calcularse a priori a partir de la posicién
de las conexiones nodales. Asi pues, en los programas de ordenador
solamente es preciso almacenar los elementos que caen dentro de la mitad
superior del ancho de banda, como se muestra en la Figura 1.4(c).

El tercer paso es introducir las condiciones de contorno en la matriz final
ya ensamblada, tal como se dijo en la Seccién 1.3. A esto le sigue:

El paso final de resolucién del sistema de ecuaciones resultantes. Para
ello se pueden seguir muchos métodos, algunos de los cuales se expondran
en el Capitulo 15. Evidentemente el problema de la resolucién de las
ecuaciones, aunque es extremadamente importante, cae en general fuera
del alcance de esta obra.

Al paso final seguird la sustitucién para obtener tensiones, corrientes u
otras cantidades de salida cuyo conocimiento se desee.

Vemos, pues, que todas las operaciones que precisa el andlisis de
estructuras, o cualquier otro analisis de redes, son extremadamente sencillas
y repetitivas.

Podemos ya definir el sistema discreto general como aquél en el que
prevalecen dichas condiciones.

1.7 El sistema discreto general

En el sistema discreto general, ya sea estructural o de cualquier otra
clase, encontramos que:
1. Se define un conjunto de parametros discretos, tales como a;, de manera
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que describan el comportamiento de cada elemento, e, y también el
comportamiento del sistema conjunto. Les llamaremos pardmetros del

sistema.
2. Se expresa para cada elemento un conjunto de cantidades qf en funcién
de los parametros del sistema a;. La relacién general puede ser no lineal

of = ai(a) (1.20)

pero en muchos casos sera lineal

q: = Kflal + Kfzaz +--- 4 ff (121)

3. Las ecuaciones del sistema se obtienen mediante simple adicién

m

ri=>» qf (1.22)

donde r; son cantidades del sistema (a menudo se les asigna el valor cero).
Si el problema es lineal, el resultado serd un sistema de ecuaciones

Ka+f=r (1.23)
tal que
m m
e=1 e=1

a partir de la cuales pueden determinarse las variables a del sistema.

El lector observard que en esta definicién se incluyen los ejemplos
estructurales y eléctricos ya expuestos. Sin embargo, dicha definicién es
mucho mas amplia. En general no tiene por qué haber linealidad ni ser
las matrices simétricas, aunque en muchos problemas encontraremos ambas
cosas. Mais ain, la simplicidad de las interconexiones existentes en los
elementos habituales no es esencial.

A pesar de que se podrian dar muchos mas detalles sobre este punto
(referimos al lector a libros especializados si desea realizar un estudio mas
completo en el campo de las estructuras?~?*), creemos que la exposicién
general presentada aqui basta para proseguir el estudio de este libro.

Solamente mencionaremos un punto mas con relacién al cambio de los
parametros discretos. El proceso conocido cominmente como transformacién
de coordenadas es vital en muchos aspectos y debe comprenderse en su

totalidad.
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1.8 Transformacién de coordenadas

Suele ser conveniente establecer las caracteristicas de un elemento
determinado en un sistema de coordenadas diferentes del que se miden
las fuerzas exteriores y los desplazamientos de la estructura, o el sistema
ensamblado. En realidad, para facilitar los cdlculos, puede utilizarse un
sistema de coordenadas diferente para cada elemento. Transformar las
componentes de las fuerzas y de los desplazamientos que aparecen en
la Ec. (1.3) a cualquier otro sistema de coordenadas es labor sencilla.
Obviamente, serd preciso hacerlo antes de iniciar el ensamblaje de la
estructura.

Diferenciemos al sistema de coordenadas locales en donde calculamos
las propiedades del elemento con un indice prima y dejemos sin notacién
especial al sistema global de coordenadas necesarias para el ensamblaje.
Las componentes de los desplazamientos podran transformarse mediante la
matriz L de cosenos directores adecuada

a' =La (1.25)

Como las componentes correspondientes de las fuerzas deben realizar la
misma cantidad de trabajo en ambos sistemas t

qfa= q'Ta' (1.26)
y segtn (1.25), tendremos
qTa = q'TLa
o sea
q=LTq (1.27)

El conjunto de transformaciones dado por (1.25) y (1.27) recibe el nombre
de contravariante.

Para transformar “rigideces” que pueden venir dadas en coordenadas
locales a las globales, escribimos

q =K'a (1.28)
y segun (1.27), (1.28) y (1.25), tendremos
q=LTK'La

o sea, en coordenadas globales

t ( )7 indica matriz traspuesta.
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K = LKL (1.29)

El lector puede verificar la utilidad de las transformaciones anteriores
volviendo a resolver el ejemplo anterior de la barra articulada en sus
extremos. En muchos problemas complicados se pueden dar limitaciones
externas de alguna clase que obliguen a que la expresién (1.25) tenga
diferentes grados de libertad en a y en a’. Incluso en tales casos siguen
siendo validas las relaciones (1.26) y (1.27).

En muchos otros casos de andlisis discreto puede seguirse un método
diferente y més general. Nuestro objetivo es reemplazar un conjunto de
parametros a, que son las variables de las ecuaciones del sistema, por otro
relacionado con él mediante una matriz de transformacién de coordenadas T
tal que

a=Tb (1.30)

En los casos lineales las ecuaciones del sistema son de la forma

Ka=r-f (1.31)

y tras sustituir tenemos

KTb=r-f (1.32)

Este nuevo sistema puede multiplicarse por la izquierda por T7, dando

(TTKT)b = TTr — TTf (1.33)

con lo que se mantiene la simetria de las ecuaciones si la matriz K es
simétrica. Sin embargo, a veces la matriz T no es cuadrada y la expresién
(1.30) representa en realidad una aprozimacion en la que hemos fijado un
mayor nimero de pardmetros a. Es claro que el sistema de la Ec. (1.32)
proporciona mds parametros b, y la expresién final (1.33) representa un
sistema reducido que de alguna manera se aproxima al sistema original.

Hemos presentado pues el concepto basico de aproximacién, que sera el
tema de los capitulos siguientes en donde conjuntos infinitos de cantidades
se reduciran a conjuntos finitos.
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Capitulo 2

ELEMENTOS FINITOS DE UN
CONTINUO ELASTICO. METODO
DE LOS DESPLAZAMIENTOS

2.1 Introduccién

El proceso de aproximar el comportamiento de un continuo mediante
“elementos finitos” que se comportan de una forma similar a los elementos
reales, “discretos”, descritos en el capitulo anterior, se puede introducir
mediante aplicaciones fisicas especificas o como un concepto matematico
general. Se ha escogido aqui seguir el primer camino, limitando la perspectiva
a un conjunto de problemas asociados a la mecdnica estructural, que
histéricamente fueron los primeros a los que se aplicé el método de los
elementos finitos. En el Capitulo 9 se generalizardn los conceptos y se
mostrara que las ideas bésicas son ampliamente aplicables.

Son muchas las facetas de la ingenieria en las que se precisa determinar
la distribucién de tensiones y deformacioncs en un continuo elastico. Los
casos particulares de dichos problemas pueden variar desde problemas
bidimensionales de tensién o deformacidén plana, sélidos de revolucién
y flexion de placas y ldminas, hasta el analisis mas general de sélidos
tridimensionales. En todos los casos, el niimero de interconexiones entre
un “elemento finito” cualquiera rodeado por fronteras imaginarias y los
elementos vecinos a él es infinito. Es dificil, por consiguiente, ver a primera
vista como pueden discretizarse problemas de este tipo de la forma descrita en
el capitulo precedente para casos de estructuras mas simples. Esta dificultad
puede superarse (y efectuarse la aproximacién) de la siguiente manera:

1. El continuo se divide, mediante lineas o superficies imaginarias, en un
nimero de “elementos finitos”.

2. Se supone que los elementos estan conectados entre si mediante un
numero discreto de puntos, que llamaremos nodos, situados en sus
contornos. Los desplazamientos de estos nodos serdn las incdgnitas
fundamentales del problema, tal como ocurre en el analisis simple de
estructuras.

3. Se toma un conjunto de funciones que definan de manera tnica el campo
de desplazamientos dentro de cada “elemento finito” en funcién de los

21
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desplazamientos nodales de dicho elemento.

4. Estas funciones de desplazamientos definirdn entonces de manera
dnica el estado de deformacién dentro del elemento en funcién de
los desplazamientos nodales. Estas deformaciones, junto con las
deformaciones iniciales y las propiedades constitutivas del material,
definiran el estado de tensiones en todo el elemento y, por consiguiente,
también en sus contornos.

5. Se determina un sistema de fuerzas concentradas en los nodos, tal que
equilibre las tensiones en el contorno y cualesquiera cargas repartidas,
resultando asi una relacién entre fuerzas y desplazamientos de la forma
de la Ec. (1.3).

:

Una vez alcanzado este punto, el procedimiento para encontrar la solucién
puede seguir el procedimiento general descrito con anterioridad.

Es evidente que hemos introducido una serie de aproximaciones.
En primer lugar, no siempre es facil asegurar que las funciones de
desplazamientos escogidas satisfacen las condiciones de continuidad de
los desplazamientos entre elementos adyacentes. Por consiguiente, esta
condicién de compatibilidad puede no cumplirse en el contorno de los
elementos (aunque es evidente que dentro de cada elemento si se cumplira, a
causa de la unicidad de los desplazamientos implicada en el hecho de que los
mismos estén representados por funciones continuas). En segundo lugar, al
concentrar las fuerzas equivalentes en los nodos, las condiciones de equilibrio
sélo se cumpliran para el conjunto del continuo. Normalmente ocurrira que
tales condiciones no se cumplirdn en zonas localizadas dentro y en el contorno
de cada elemento.

Ser4 misién del ingeniero escoger la forma de los elementos y de las
funciones de desplazamiento para cada caso particular, debiendo usar de
su ingenio y habilidad, dependiendo el grado de aproximacién que se alcance
del uso que haga de esas dos facultades. .

El procedimiento que acaba de esbozarse se conoce como método de los
desplazamientos.!?

Hasta aqui, el procedimiento descrito se justifica sélo intuitivamente,
pero de hecho lo que se ha sugerido es equivalente a la minimizacién de
la energia potencial total del sistema, siendo funcién ésta de un campo
de desplazamientos impuesto. Si este campo de desplazamientos se define
adecuadamente, deberd producirse convergencia hacia la solucién correcta.
El proceso es, por consiguiente, equivalente al conocido método de Ritz.
Esta equivalencia se demostrara en una seccién posterior de este capitulo, en
donde se analizaran también los necesarios criterios de convergencia.

El reconocimiento de equivalencias entre el método de los elementos
finitos y un proceso de minimizacién ha sido reciente’?. Sin embargo,
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Courant en 1943*f y Prager y Synge® en 1947 propusieron métodos que son
en esencia idénticos.

Esta generalizacién de las bases del método de los elementos finitos
permite su ampliacién a problemas continuos donde sea posible la
formulacién variacional, y lo cierto es que ya se dispone de procedimientos
generales para discretizar mediante elementos finitos cualquier problema
definido por un sistema de ecuaciones diferenciales adecuadamente
constituido. Tales generalizaciones se estudiaran en el Capitulo 9, y alo largo
del libro se aplicaran a diversos problemas no pertenecientes al campo de las
estructuras. Se vera que los métodos descritos en este capitulo se reducen
esencialmente a la aplicacién de funciones de prueba y aproximaciones de
Galerkin a un caso especial de la mecanica de sdlidos.

2.2 Formulacién directa de las caracteristicas de un elemento finito

Las “recetas” para deducir las caracteristicas de un elemento finito de un
continuo, que fueron esbozadas en lineas generales, seran presentadas ahora
bajo una forma matematica mas detallada.

Es conveniente obtener los resultados de una forma general aplicable
a cualquier situacién, pero para evitar la introduccién de conceptos mas
complicados se ilustrardn las expresiones generales con un ejemplo muy
sencillo de anélisis de una rebanada delgada sometida a tensiéon plana. Para
ello se divide la regién en elementos triangulares como se muestra en la
Figura 2.1. Se subrayaran las relaciones que tengan caracter general. De
nuevo se empleara notacién matricial.

2.2.1 La funcién de desplazamientos. Un elemento finito tipico, e, se
define por sus nodos i, j, m, etc., y por su contorno formado por lineas
rectas. Aproximemos los desplazamientos u de cualquier punto del elemento

mediante un vector columna, :

e
a;

ur =Y N;af=[N,Nj..]{ %} =Na (2.1)

donde las componentes de N son en general funciones de posicion dadas
y a® es un vector formado por los desplazamientos nodales del elemento
considerado.

i Parece que ya Courant en 1923 anticipé la esencia del método de los elementos
finitos de una manera general, y en particular para el caso de un elemento triangular,
en un articulo con el titulo “On a convergence principle in calculus of variations”.
Kon. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen. Nachrichten. Berlin, 1923.
Afirma: “Imaginamos una malla de tridngulos cubriendo el dominio... los criterios
de convergencia son validos para cada dominio triangular”.
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Figura 2.1 Regién sometida a tensién plana dividida en elementos finitos.

Por ejemplo, en el caso particular de tensién plana,

u=l¥=y)
v(z,y)
representa los movimientos horizontal y vertical de un punto cualquiera del
elemento, y

los correspondientes desplazamientos de un nodo .

"Las funciones N;, N;, Niy han de escogerse de manera que al sustituir
en la Ec. (2.1) las coordenadas de los nodos se obtengan los correspondientes
desplazamientos nodales. Evidentemente, en general,

N;(z;,y;) =1 (matriz unidad)
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Figura 2.2

mientras que
Ni(zj,y;) = Ni(2m,ym) =0,  etc.

condiciones que cumplen funciones lineales de z e y apropiadas.
Si las dos componentes del desplazamiento se interpolan de la misma
manera, podremos escribir

N;=N1

y obtener N; de la Ec. (2.1), teniendo en cuenta que N;=1paraz;ey;y
cero en los otros vértices.

La interpolacién lineal més evidente en el caso de un triangulo nos dara
formas para N; como la que se muestra en la Figura 2.2. En el Capitulo 3 se
dan expresiones detalladas de este tipo de interpolaciones lineales, pero en
el punto en que nos encontramos pueden ser ya ficilmente deducidas por el
lector.

Las funciones de prueba N se llamaran funciones de forma y como se vera
més adelante juegan un papel decisivo en el andlisis por elementos finitos.

2.2.2 Deformaciones. Una vez conocidos los desplazamientos para todos los
puntos del elemento, pueden determinarse las “deformaciones” en cualquier
punto. Estas daran siempre por resultado una relacién que podra escribirse

como sigue en forma matricial
-

donde S es un operador lineal apropiado. Mediante la ecuacién (2.1), 1a
expresién anterior puede aproximarse como

=

con

B = SN (2.4)
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En el caso de tensién plana, las deformaciones mas importantes son las que
se producen en el plano y se expresan en funcién de los desplazamientos
mediante las conocidas relaciones® que definen el operador S:

ou [0 1
e 5’ °
£z ov 7] ”
1oy w0 w| )
= o 8 @
oy " ar | 8y’ Oz |

Determinadas ya las funciones de forma N;, Nj y Ny, es ficil obtener la
matriz B. Si adoptamos una expresiéon lineal para dichas funciones, las
deformaciones seran constantes en todo el elemento.

2.2.3 Tensiones. En general, el material contenido dentro del contorno del
elemento puede estar sujeto a deformaciones iniciales, tales como las debidas
a cambios de temperatura, retracciones, cristalizacién, etc. Si representamos
dichas deformaciones por &, las tensiones se deberan a la diferencia entre las
deformaciones reales y las iniciales.

Conviene ademas suponer que al comienzo del andlisis el cuerpo puede
estar sometido a un sistema conocido de tensiones residuales iniciales &,
que muy bien podrian medirse, pero cuya prediccién seria imposible sin
un conocimiento completo de la historia del material. Estas tensiones
pueden sencillamente anadirse a la ecuacién general. Asi pues, admitiendo
un comportamiento elastico lineal del tipo mas general, la relacién entre
tensiones y deformaciones sera lineal y de la forma

‘o’ =D(e — &) + oo (2.5)

donde D es una matriz de elasticidad que contiene las propiedades del
material apropiadas.

Por otra parte, para el caso particular de tensién plana, hemos
de considerar tres componentes de tensién que se corresponden con las
deformaciones definidas anteriormente. Dichas tensiones, en la notacién que

ya nos es familiar, son
Oz
o= %
Try

y la matriz D se obtendrd sencillamente de la relacién usual entre tensiones
y deformaciones para un medio isétropo®
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(c0) 1 v
— = —0z — —O0.
€z Ez)o £ T g%
(e = ot
ey —(€y)o = -0z + o0
Yy yJo E z E Yy
2(1+v)
Yry — ('7:cy)0 = ""“E_—Tmy

y resolviendo el sistema

1 v 0
D:L2 v o1 0
1-v*1o 0 (1-v)/2

2.2.4 Fuerzas nodales equivalenies. Definamos

q;
q° = 4 qj

como las fuerzas que actian en los nodos, siendo éstas estidticamente
equivalentes a las tensiones en el contorno y a las fuerzas distribuidas que
actiian sobre el elemento. Cada una de las fuerzas q} debe tener el mismo
nimero de componentes que el desplazamiento nodal a; correspondiente y
debe ordenarse en las direcciones apropiadas.

Las fuerzas distribuidas b son por definicion las que actuan por unidad
de volumen en direcciones correspondientes a las de los desplazamientos u
de ese punto.

En el caso particular de tensién plana, las fuerzas nodales son

con las componentes U y V en correspondencia con las direcciones de los
desplazamientos u y v, y la carga repartida es

»{k}

en la que by y by son las componentes de la “fuerza masica”.

Para establecer la equivalencia estatica entre las fuerzas nodales y las
tensiones actuantes en el contorno y las fuerzas distribuidas, el procedimiento
maés sencillo es imponer un desplazamiento arbitrario (virtual) a los
nodos e igualar el trabajo exterior realizado por las fuerzas nodales al
efectuado anteriormente por las tensiones y fuerzas distribuidas durante dicho
desplazamiento.
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Sea 6a° un desplazamiento virtual de los nodos. Este origina, segin
las Ecs. (2.1) y (2.2), desplazamientos y deformaciones dentro del elemento
iguales, respectivamente, a

fu =N §a° y §e =B §a° (2.6)
El trabajo efectuado por las fuerzas nodales es igual a la suma de

los productos de las componentes de cada una de las fuerzas por sus
correspondientes desplazamientos, es decir, en lenguaje matricial

5aTq® 2.7)

Anilogamente, el trabajo interno por unidad de volumen efectuado por
las tensiones y fuerzas distribuidas es

6T — 5u”b (2.8)

§a7(BTe — NTb) (2.9)

Igualando el trabajo externo con el trabajo interno total obtemdo al
integrar sobre el volumen del elemento, V¢, se obtiene

5aequ = §a°T (/ BT d(vol) — / Nb d(V°1)> (2.10)
Ve ve

Como esta relacién es valida para cualquer desplazamiento virtual,
podemos igualar los multiplicandos. Asi pues,

¢ = Ta d(vol) ~ Th d(vo .
q _/VCB o d(vol) /VCN b d(vol) (2.11)

Esta expresién es vélida con cardcter general cualesquiera que sean las
relaciones entre tensiones y deformaciones. En el caso de la ley lineal
expresada por la Ec. (2.5), podemos escribir la Ec. (2.11) como

qf = K®a® + (2.12)

donde

t Adwiértase que, segin las reglas del dlgebra matncial, la traspuesta de un producto de
matrices verifica

(AB)” = B™AT
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K¢ = / BTDB d(vol) (2.13a)
Ve

= - f NTb d(vol) — / BTDe, d(vol) + / BTood(vol)| (2.13b)
Ve Ve ve

En la iltima ecuacién, los tres términos representan las fuerzas debidas
respectivamente a las fuerzas mdsicas, las deformaciones iniciales y las
tensiones iniciales. Estas relaciones presentan caracteristicas similares a
las que se obtuvieron usando los elementos estructurales discretos que se
describen en el Capitulo 1.

Si las tensiones iniciales forman un sistema en equilibrio, como puede
ser el caso de tensiones residuales, las fuerzas obienidas del término
correspondiente de la Ec. (2.13b) serin idénticamente nulas tras el
ensamblaje. Por consiguiente, con frecuencia se omite la evaluacién de dichas
fuerzas. Sin embargo, como ejemplo, cuando se fabrica una pieza a partir
del material en bruto en el que se encuentran presentes tensiones residuales,
o si se hace una excavacién en roca en la que existan tensiones tecténicas
conocidas, la eliminacién de material producird la aparicién de fuerzas no
compensadas que son resuliado del término en cuestién.

Para el caso particular del elemento triangular bajo tensién plana, estas
relaciones se obtendrin con la apropiada sustitucién. Ya hemos sefialado que
la matriz B, en este caso, es independiente de las coordenadas, por lo que la
integracion resultard especialmente sencilla.

La interconexién y solucién del conjunto de los elementos sigue los
sencillos procedimientos de analisis de estructuras expuestos en el Capitulo 1.
En general, podrd haber fuerzas externas concentradas actuando en los nodos
y habrd de afiadirse el vector

T
r2
r= . (2.14)
n
al considerar el equilibrio de los nodos.

Hemos de hacer aquf una observacién relativa a los elementos cercanos al
contorno. Si se especifican los desplazamientos en el contorno, no se suscita
problema particular alguno. Sin embargo, supongamos el contorno sometido
a una carga exterior t distribuida por unidad de superficie. Entonces
tendremos que afiadir un término adicional a las fuerzas nodales del elemento

cuyo contorno posee una superficie A°. Considerando el trabajo virtual, este
término serd simplemente
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—/ NTt d(4rea) (2.15)

con la integracién extendida a la superficie del contorno del elemento. Se
advertira que t debe tener el mismo nimero de componentes que u para que
la expresién anterior sea valida.

En la Figura 2.1 se muestra dicho elemento de contorno siempre para el
caso particular de tensién plana. Las integrales de este tipo no se calculan
explicitamente. Con frecuencia, el analista siguiendo su “intuicién fisica”,
sustituye la carga que actia en el contorno por cargas concentradas en los
nodos, calculando éstas directamente mediante consideraciones de estatica.
En el caso particular considerado, los resultados son idénticos.

Una vez obtenidos los desplazamientos nodales por resolucién de las
ecuaciones globales del tipo “estructural”, se pueden calcular las tensiones
en cualquier punto del elemento utilizando las Ecs. (2.3) y (2.5), y obtener

o =DBa® — Dg, + aoJ (2.18)

en la cual se reconoceran inmediatamente los términos tipicos que aparecen
en la Ec. (1.4), siendo la matriz de tensiones del elemento

S =DB (2.17)
A esta expresién hemos de afiadir las tensiones

Oy = —DEo y Jo (218)

Es necesario un comentario para aclarar la ausencia del término
correspondiente a tensiones originadas por cargas distribuidas of. Ello se
debe al hecho de que no se ha considerado el equilibrio interno dentro de cada
elemento, y s6lo se han establecido las condiciones de equilibrio globales.

2.2.5 Concepto generalizado de desplazamientos, deformaciones y tensiones.
El significado de desplazamientos, deformaciones y tensiones en el caso
presentado de tensién plana es obvio. En muchas otras aplicaciones, que
en este libro se expondran mas adelante, esta terminologia puede aplicarse
a otras cantidades menos evidentes. Por ejemplo, si consideramos los
elementos de una placa, el “desplazamiento” puede estar caracterizado por
la flecha y las componentes del giro en un punto particular de la placa. Las
“deformaciones” se definiran entonces como las curvaturas de la superficie
media y las “tensiones” como los correspondientes momentos flectores.
Todas las expresiones deducidas aqui tienen validez general con la
condicién de que la suma de los productos de los desplazamientos y las fuerzas
correspondientes represente realmente el trabajo exterior efectuado, y la de
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los productos de las “deformaciones” y las correspondientes “tensiones” sea
el trabajo interno total.

2.3 Generalizacién al dominio completo. Abandono del concepto
de fuerza nodal

En la seccién precedente se aplicé el principio de los trabajos virtuales a
un elemento aislado, y se mantuvo el concepto de fuerza nodal equivalente.
Por ello, al método convencional de establecer directamente el equilibrio
seguia la aplicacién del principio del ensamblaje.

La idea de sustituir la interaccién continua por fuerzas nodales aportadas
por los elementos constituye una dificultad conceptual, aunque resulte
considerablemente atractiva para los ingenieros “practicos” y a veces permita
una interpretacion que de otra forma no resultaria evidente para los
matematicos, generalmente mas rigurosos. Sin embargo, no hay necesidad
de considerar cada elemento por separado y el razonamiento de la seccién
anterior puede aplicarse directamente al continuo completo.

La ecuacién (2.1) puede interpretarse como vélida para toda la
estructura, es decir,

u = Na (2.19)

en la que a representa todos los puntos nodales, y
N; = N¢ (2.20)

cuando el punto en cuestion esté dentro de un elemento particular e y siendo
¢ un punto asociado a dicho elemento. Si el punto 7 no estd dentro del
elemento,

N; =0 (2.21)

La matriz B se puede definir similarmente y suprimiremos el indice
de barra suponiendo simplemente que las funciones de forma, etc., estan
definidas en toda la region V.

Podemos ahora escribir que para cualquier desplazamiento virtual §a la
suma del trabajo interno y externo para todo el dominio es

—5aTr:/ 6udeV+/ 6uTEdA—/' seTa dv (2.22)
|4 A 14

En la ecuacién anterior da, éu, d¢ pueden ser completamente arbitrarios,
siempre que provengan de la suposicién de un campo continuo de
desplazamientos. Si suponemos, por conveniencia, que son simples
variaciones ligadas por las relaciones (2.19) y (2.23), y sustituyendo la
relacién constitutiva (2.5), se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
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a2

donde

K= / B'DBdV (2.24a)
\4

f=—/ NdeV—/NTEdA-/ BTDeodV+/ BToodV | (2.24b)
|4 ! A v \'4

Las integraciones se extienden a todo el volumen V y a toda la superficie
A donde se especifican las fuerzas de superficie.
Es inmediatamente evidente de lo anterior, que

K=Y K ;=) ff (2:25)

en virtud de la propiedad de las integrales definidas, que establece que la
integral total es la suma de las integrales de las partes:

/V( )dV:Z/Vz( )dv (2.26)

El mismo razonamiento es evidentemente vilido para las integrales de
superficie expresadas en la Ec. (2.25). Vemos que el “secreto” para que
la aproximacién tenga las propiedades del “sistema discreto general del
Capitulo 1” reside simplemente en escribir la aproximacién en forma integral.

Tanto las reglas para el ensamblaje como el resto de las conclusiones
alcanzadas se han obtenido prescindiendo del concepto de “fuerzas entre
elementos”. En lo que queda de este capitulo se prescindird del indice
de elemento, a menos que se necesite especificamente. Tampoco se hara
diferencia entre las funciones de forma para el elemento y para el continuo.

No obstante, se suscita inmediatamente un punto importante. Al
considerar el trabajo virtual para el continuo completo [Ec. (2.22)] e
igualar éste a la suma de las contribuciones de todos los elementos, se

supone implicitamente que no se desarrollan discontinuidades entre elementos
adyacentes. Si apareciesen tales discontinuidades, habria que anadir una
contribucién igual al trabajo efectuado por las tensiones en las separaciones
entre elementos.

En otras palabras: se precisa que los términos integrados en la Ec. (2.26)
sean finitos. Estos términos provienen de las funciones de forma N;, usadas
para definir el desplazamiento u [mediante la Ec. (2.14)], y sus derivadas,
asociadas a la definicién de deformacién [viz. Ec. (2.3)]. Si, por ejemplo, las
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“deformaciones”, estdn definidas por las primeras derivadas de las funciones
N, éstas deben ser continuas. En la Figura 2.3 se ve cémo las primeras
derivadas de funciones continuas pueden presentar “saltos”, para seguir
estando acotadas, mientras que las segundas derivadas pueden ser infinitas,
Llamamos a tales funciones Cp continuas.

En algunos problemas la “deformacién” en sentido generalizado puede
estar definida por derivadas segundas. En tales casos se precisa obviamente
que tanto la funcién N como su pendiente (primera derivada) sean continuas.
Tales funciones son mas dificiles de derivar, pero se harad uso de ellas en
problemas de placas y ldminas. A este tipo de funciones se les llama C;
continuas.

2.4 El método de los desplazamientos como minimizacién de la
energia potencial total

El principio de los trabajos virtuales utilizado en las secciones anteriores
asegura el cumplimiento de las condiciones de equilibrio dentro de los limites
establecidos por la configuracién de desplazamientos supuesta. El equilibrio
s6lo sera completo si la igualdad de los trabajos virtuales se cample para toda
variacién arbitraria de los desplazamientos (imponiendo sélo condiciones de
contorno).

Si el nimero de parametros de a, que define los desplazamientos, se
incrementa ilimitadamente, siempre podremos asegurar entonces una mayor
aproximacién de todas las condiciones de equilibrio.

El principio de los trabajos virtuales establecido en la Ec. (2.22) puede
replantearse de manera diferente si las cantidades virtuales éa, fu y b€ se
consideran como variaciones (o diferenciales) de las cantidades reales.

Asi, por ejemplo, podemos escribir

6(aTr+/ udeV+/ uTEdA> =W (2.27)
v A

para los tres primeros términos de la Ec. (2.22), donde W represcnta la
energia potencial de las cargas ezternas. La expresién anterior es cierta si r,
b y t son conservativas (o independientes de los desplazamientos).

Para ciertos materiales, el dltimo término de la Ec. (2.22) puede escribirse

§U = / seTadV (2.28)
14

donde U es la “energia de deformacién” del sistema. Para el material elastico
lineal descrito por la Ec. (2.5), el lector puede verificar que

v=1 / eTDedV — / eTDeo dV + / oo dV (2.29)
2Jv v v
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Zona “de alisamiento”
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Figura 2.3 Diferenciacién de una funcién con la primera derivada discontinua
(continuidad C,).

proporcionara por diferenciacién la expresién correcta, siempre que D sea
una matriz simétrica (realmente, se trata de una condicién necesaria para
que exista la funcién univoca U).

Asi, en vez de la Ec. (2.22), podemos escribir simplemente

S(U + W) =6(I1) = 0 (2.30)

donde la cantidad II recibe el nombre de energia potencial total.
La ecuacién anterior significa que, para asegurar el equilibrio, la
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energia potencial total debe ser estacionaria para las variaciones de los
desplazamientos admisibles. Las ecuaciones de elementos finitos deducidas
en la seccion anterior [Ec. (2.23) y (2.25)] son simplemente la expresién de
esta variacién con respecto a un nimero de desplazamientos reducido a un
numero finito de parametros a, y podrian escribirse

on
aal
Ql:l' =¢ oIl ;=0 (2.31)
da —_—
Oa,

Se puede demostrar que en problemas de elasticidad, la energia potencial
total no sélo es estacionaria, sino también minima.” As{ pues, el método de
los elementos finitos busca dicho minimo con la condicion de que satisfaga
una determinada configuracion de desplazamientos.

A mayor numero de grados de libertad, tanto mas se acercara la
solucién a la exacta, la cual asegura el equilibrio completo, siempre y
cuando los desplazamientos tiendan, en el limite, hacia los desplazamientos
verdaderos. Podriamos de esta forma deducir las condiciones necesarias para
la convergencia de los procesos de elementos finitos. No obstante, aplazamos
este estudio para una seccién posterior.

Es interesante observar que, si bien el equilibrio verdadero requiere
la minimizacién completa de la energia potencial total, II, una solucién
aproximada mediante elementos finitos proporciona siempre una energia
aproximada II mayor que la correcta. Por consiguiente, siempre se obtiene
una cota superior en el valor de la energia potencial total.

Si la funcién II pudiera especificarse a priori, entonces las ecuaciones de
elementos finitos se podrian deducir directamente mediante diferenciacién tal
como se establece en la expresién (2.31).

El conocido método de aproximacién de Rayleigh®-Ritz®, utilizado con
frecuencia en andlisis eldstico, sigue precisamente ese procedimiento. Se
formula una expresién para la energia potencial y la configuracion de
desplazamientos se expresa en funcién de un conjunto finito de pardmetros
indeterminados. Minimizando la energia potencial total con respecto a
esos parametros se obtiene un conjunto de ecuaciones simultineas. Asi
pues, el método de los elementos finitos descrito hasta este punto es
idéntico al procedimiento de Rayleigh-Ritz. La tnica diferencia estd en la
manera de imponer los desplazamientos. En el método de Ritz utilizado
tradicionalmente, éstos se especifican mediante expresiones vélidas en toda
la regién, obteniéndose por consiguiente ecuaciones simultaneas sin forma de
banda y la matriz de coeficientes esta llena. En los procesos por elementos
finitos, dicha especificacién se hace parceladamente; cada parametro nodal
influencia sdlo a los elementos adyacentes y asi se obtiene una matriz de
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coeficientes con muchos términos nulos y normalmente en banda.

Por su naturaleza, el método convencional de Ritz queda limitado a
porciones de la regién total con formas geométricas relativamente sencillas,
mientras que en el andlisis por elementos finitos esta limitacién sélo se da
para el elemento en si. Por consiguiente, empleando elementos de formas
relativamente sencillas podemos obtener las configuraciones mas complicadas
y realistas mediante un ensamblaje adecuado.

Otra diferencia estriba en la usual asociacién del parametro
indeterminado a un desplazamiento nodal particular. Esto permite una
interpretacidn fisica sencilla de gran valor para el ingeniero. Indudablemente,
mucha de la gran popularidad del método de los elementos finitos se debe a
este hecho.

2.5 Criterios de convergencia

Las funciones de forma supuestas reducen los infinitos grados de libertad
del sistema y es posible que nunca obtengamos el verdadero valor minimo
de la energia, independientemente de lo tupida que sea la subdivision.
Para asegurar la convergencia hacia el resultado correcto han de cumplirse
determinadas condiciones. Por ejemplo, es obvio que una funcién de
desplazamientos ha de ser capaz de representar la distribucién real de los
desplazamientos tan aproximadamente como sea posible. Veremos que esto
no ocurre cuando las funciones que hayamos elegido sean tales que se
produzcan deformaciones en algin elemento cuando éste se someta a los
desplazamientos propios de un cuerpo rigido. Asi pues, el primer criterio que
una funcién de desplazamientos debe satisfacer es el siguiente:

Criterio 1. La funciéu de desplazamientos debe elegirse de tal forma que
no permita deformaciones de un elemento cuando los desplazamientos
nodales se deban a un desplazamiento del conjunto como cuerpo rigido.

, .

Esta condicién, evidente por si misma, puede violarse ficilmente si se emplean
TreThvos Wipos de fundones, pol wnsguernie, ha de poreise vuidado ol eegit
las funciones de desplazamientos.

Un segundo criterio se deriva de los mismos razonamientos anteriores.
Es evidente que a medida que los elementos se hagan mas pequenos tanto
mas prevaleceran en ellos condiciones de deformacidén constante. Si de
hecho existen dichas condiciones, serd pues conveniente escoger el tamano
de los elementos que las reproduzcan exactamente para conseguir un buen
grado de aproximacién. Se pueden encontrar funciones que satisfagan el
primer criterio, pero que requieran al mismo tiempo que las deformaciones
varien dentro del elemento, ain cuando los desplazamientos nodales sean
compatibles con un estado de deformacién constante. Dichas funciones no
convergen bien en general hacia la solucién exacta y no pueden, ni en el
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limite, representar la distribucién verdadera de deformaciones. Asi pues, el
segundo criterio se puede formular como sigue:

Criterio 2. La funcién de desplazamientos tiene que ser tal que si los
desplazamientos nodales son compatibles con un estado de deformacién
constante se obtenga realmente dicho estado de deformacién constante.
(El término “deformacién” se emplea ademas en su sentido general.)

Se habra observado que el Criterio 2 incorpora de hecho las condiciones
exigidas por el Criterio 1, ya que los desplazamientos de un cuerpo rigido
son casos particulares de deformacién constante nula. Este criterio fue
establecido originalmente por Bazeley et al.!® en 1965. Estrictamente, ambos
criterios sdlo necesitan ser satisfechos en el limite cuando el tamarno del
elemento tiende a cero. Sin embargo, al imponer estos criterios a elementos
de tamafio finito se alcanza mayor grado de precisién, aunque en ciertas
situaciones (tal comg se ilustra en el analisis axial simétrico del Capitulo 4)
la imposicién del segundo no es posible o esencial.

Finalmente, como ya hemos mencionado en la Seccién 2.3, en todos estos
razonamientos se ha supuesto que la contribucién del trabajo realizado en
los contornos de separacién entre elementos al trabajo virtual total es nulo.
Por consiguiente, para asegurarnos que se cumple esta condicién es necesario
incluir el criterio siguiente:

Criterio 3. Las funciones de desplazamientos deben elegirse de manera
que las deformaciones que se producen en los limites de separacién entre
elementos sean finitas (aunque puedan ser indeterminadas).

Este criterio implica una cierta continuidad de los desplazamientos entre
elementos. Si las deformaciones se definen mediante las derivadas primeras,
como en el ejemplo de elasticidad plana citado aqui, sélo deberan ser
continuos los desplazamientos. No obstante, si, como ocurre en los problemas
de placas y laminas, las “deformaciones” se definen mediante las derivadas
segundas de las flechas, deberan ser también continuas las derivadas primeras
de éstas.?

Matematicamente, los criterios anteriores forman parte del enunciado
de “funcional complejo”; la discusién matemaitica debe buscarse en otros
lugares.’~1¢ La demostracién “heuristica” de las condiciones de convergencia
ofrecida aqui es suficiente a efectos practicos, con excepeién de los casos mas
patolégicos. Tn el Capitulo 9 se generalizardn todos estos criterios.

2.6 Error de discretizacién e indice de convergencia

En la seccién anterior hemos admitido que la aproximacién de los

. g . ,
desplazamientos representada por la ecuacién (2.1) nos proporcionara la
solucién exacta en el limite, si el tamaifio h de los elementos se va haciendo
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cada vez mas pequefio. Los argumentos para ello son sencillos: puesto que
el desarrollo es capaz de reproducir en el limite cualquier distribucién de
desplazamientos concebible dentro del continuo, y ademds, como la solucién
de cada aproximacién es inica, aquél debe proporcionar en el limite, cuando
h — 0, la solucién exacta. Y lo cierto es que en algunos casos, dicha solucién
exacta puede alcanzarse con un nimero finito de subdivisiones (o incluso cen
un solo elemento) si el desarrollo polindmico utilizado para ese elemento puede
ajustarse exactamente a la solucion correcta. Asi, por ejemplo, si la solucion
exacta es un polinomio de segundo grado y las funciones de forma incluyen
todos los polinomios de ese grado, la aproximacién nos proporcionard la
solucion exacta.

Este dltimo argumento puede ayudarnos a determinar el grado de
convergencia del método de los elementos finitos, puesto que la solucién
exacta puede siempre desarrollarse en serie polinémica en las proximidades
de cualquier punto (o nodo) 1, ’

_,./au\/ ,\./611\/. A ( \
ﬁ—ﬁm\ax}i\1~wl)+kay}iw—yuf'” \2.32)

Si en el interior de un elemento de “tamano” h se emplea un desarrollo
polinémico de grado p, éste podra ajustarse localmente al desarrollo de Taylor
hasta dicho grado y, como z e y son del orden de magnitud de , el error en u
sera del orden O(hp+1). Asi, por ejemplo, en el problema de elasticidad plana
discutido anteriormente hemos empleado un desarrollo lineal y p = 1; por
consiguiente, debemos esperar un grado de convergencia del orden O(k?), lo
cual implica que el error en los desplazamientos se reducira a 1/4 si el tamafio
de los elementos de la malla se reduce a la mitad.

Mediante un argumento similar, las deformaciones (o las tensiones) que
vienen dadas por las derivadas m-ésimas de los desplazamientos, convergerian
con un error de O(hP*1~™) y para m = 1 en el ejemplo anterior, tendriamos
que el error de convergencia seria O(h). La energia de deformaciéon que viene
dada por el cuadrado de las tensiones exhibirad un error de O(hz(p’H_m)) u
O(h?) para el ejemplo de tensién plana.

Desde el punto de vista matemdtico, estos argumentos pueden parecer
quizds banalidades “heuristicas”; sin embargo, son ciertos'® y proporcionan
correctamente el grado de convergencia. Frecuentemente se han desarrollado
analisis matematicos mucho mas profundos no sélo para determinar el
grado de convergencia, sino también para establecer el limite superior del
error. Ninguno de ellos ha resultado hasta hoy especialmente 1til, ya que
generalmente vienen expresados en funcién de cantidades desconocidas a
priori. Mas atin, la simple determinaciéon del grado de convergencia basta
a menudo para extrapolar la solucidén hasta el resultado correcto. Asi, por
ejemplo, si los desplazamientos convergen con O(h?) y tenemos dos soluciones
aproximadas u! y u? obtenidas con mallas de tamafios h y h/2, podemos
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escribir, siendo u la solucién exacta,

u'—u  O(h?)
wt—u  O(h/2)? 4 (2.33)

y de esta ecuacién podemos predecir una solucién casi exacta para u. Tal
extrapolacién fue introducida originalmente por Richardson'” y es de gran
utilidad si la convergencia es mondtona.

Volveremos a la importante cuestién de la estimacion del error debido
al proceso de dicretizacién en el Capitulo 14 y se mostrard que hoy existen
métodos mucho maés precisos que los derivados del andlisis de convergencia.
De hecho, se estdn introduciendo métodos de refinamiento automadtico de
mallas para conseguir una precisién preespecificada.

El error de discretizacién no es el dnico posible en los calculos por
elementos finitos. Ademds de los errores obvios que se pueden producir
cuando se manejan computadores, los debidos al redondeo son siempre
posibles. Como los computadores operan con nimeros redondeados a un
nimero finito de digitos, cada vez que tenga lugar una sustraccion de dos
nimeros “parecidos” se producird una disminucién del grado de precision.
En los procesos de resolucién de sistemas de ecuaciones son necesarias
muchas sustracciones y la precisiéon disminuye. También se incluyen aqui
los problemas de condicionamiento de la.matriz y cuando se emplee el
método de los elementos finitos se deberd ser consciente en todo momento
de las limitaciones de precisién que impiden alcanzar la solucién exacta.
Afortunadamente, con los computadores modernos que admiten un gran
numero de cifras significativas, estos errores con frecuencia son pequenos.

El tema de los errores provenientes de los procesos algebraicos se tratara
en el Capitulo 15, que trata de los procesos de calculo.

2.7 Funciones de desplazamientos discontinuos entre elementos.
Elementos no conformes y el test de la parcela

En algunos casos es bastante dificil encontrar funciones de
desplazamientos para un elemento que sean automaticamente continuas en
todos los puntos del contorno de separacion entre elementos adyacentes.

Como ya se ha sefialado, la discontinuidad de los desplazamientos
originard deformaciones infinitas en los contornos de separacién, factor
ignorado en la formulacién presentada, ya que sélo hemos considerado las
contribuciones de energia debida a los elementos en si.

Sin embargo, si, en el limite, al disminuir el tamafio de las subdivisiones
se restaura la continuidad, la formulacién ya desarrollada seguird tendiendo
hacia la solucién correcta. Esta situacion se alcanza siempre si

a) un estado de deformacién constante asegura automdticamente la
continuidad de los desplazamientos, y
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b) se satisface el criterio de deformacién constante de la seccién precedente.

Para comprobar que dicha continuidad se consigue para cualquier
configuracién de malla cuando se emplean elementos no conformes es
necesario imponer, a un nimero arbitrario de elementos, desplazamientos
nodales que correspondan con un estado de deformacién constante
determinado. Si alcanzamos simultdéneamente el equilibrio en todos los nodos
sin necesidad de introducir ninguna fuerza nodal ezterior, y se obtiene un
estado de tensiones constante, es evidente que no se habrd perdido trabajo
ezterior a través de las discontinuidades entre elementos.

Los elementos que cumplan este test de la parcela convergeran a la
solucién exacta, e incluso a veces los elementos no conformes presentan un
comportamiento superior a los elementos conformes.

El test de la parcela fue introducido originalmente por Irons', y desde
entonces ha demostrado ser una condicién suficiente de convergencia.w"s'19
El concepto de test de la parcela puede ser generalizado para dar informacién
sobre la velocidad de convergencia que puede esperarse de un elemento.

En ocasiones encontraremos que el uso de elementos “no conformes”
proporciona mejores resultados que aquéllos que satisfacen a priori los
requisitos de convergencia. Volveremos a este problema con detalle en el
Capitulo 11, donde se tratard ampliamente el test de la parcela.

2.8 Limite de la energia de deformacién en el método de los
desplazamientos

A pesar de que la solucién aproximada obtenida mediante elementos
finitos por el método de los desplazamientos siempre estima por exceso el
valor de la energia potencial total II (correspondiendo el minimo a la solucién
exacta), ello no resulta de utilidad practica inmediata. No obstante, en casos
particulares es posible obtener un limite mas til.

Consideremos en particular el caso en el que no hayan deformaciones ni
tensiones “iniciales”. Por el principio de conservacién de la energia, la energia
de deformacién serd igual al trabajo efectuado por las fuerzas extenores, el
cual aumenta uniformemente desde cero.?’ Este trabajo vale —§W donde
W es la energia potencial de las fuerzas exteriores.

Asi,

U+ %W =0 (2.34)

D—U+W=-U (2.35)

donde se supone un campo de desplazamientos exacto o aproximado.
Asi pues, en el caso anterior la solucién aproximada siempre estima
por defecto el valor de U y toda solucién obtenida por el método de los
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desplazamientos suele ser conocida como solucién por defecto.

Si sélo actda una fuerza exterior puntual R, el limite de la energia de
deformacién informa inmediatamente que la deformacién bajo dicha carga
ha sido subestimada (puesto que U = —%W = %rra). En casos de cargas
exteriores mas complicadas la utilidad de este valor limite es limitada, puesto
que no pueden ponerse limites ni a desplazamientos ni a tensiones, que son
las magnitudes que realmente interesan al ingeniero.

Es importante recordar que este limite de la energia de deformacién sélo
es valido si no existen tensiones o deformaciones iniciales.

La expresién de U se puede obtener, en este caso, de la Ec. (2.29) bajo
la forma

= %/VeTDe d(vol) (2.36)

que utilizando la Ec. (2.2) se transforma simplemente en
17 T lr
U= 2® B DB d(vol)| a = 32 Ka (2.37)
\ 4

forma matricial “cuadréitica” en lacual K es la matriz de rigidez discutida
con anterioridad.

La anterior expresién de la energia es siempre positiva por consideraciones
fisicas. Se deduce, por consiguiente, que la matriz K que aparece en todos
los ensamblajes de elementos finitos no sélo es simétrica sino que es “definida
positiva” (propiedad establecida en realidad por la condicién de que la forma
cuadratica debe ser siempre mayor o igual a cero).

Esta caracteristica es importante cuando se considera la resolucion
numérica de las ecuaciones simultineas implicadas, ya que en el caso de
ecuaciones “definidas positivas simétricas” aparecen simplificaciones.

2.9 Minimizacién directa

El hecho de que la aproximacién por elementos finitos se reduce
a minimizar la energia potencial total II, definida en funcién de un
ntmero finito de pardmetros nodales, nos lleva a formular el sistema de
ecuaciones simultdneas representadas simbélicamente por la Ec. (2.31). Este
procedimiento es el mas corriente y conveniente, particularmente en los casos
de soluciones lineales. Sin embargo, se podrian seguir otros procedimientos,
bien conocidos en el campo de la optimizacién, para estimar el minimo valor
de II. En este texto seguiremos utilizando el método de las ecuaciones
simultdneas, pero el lector interesado puede muy bien tener presente que

existen otros procedimientos.?!*2
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Figura 2.4 Elemento finito de viga y sus funciones de forma.
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2.10 Un ejemplo

Los conceptos estudiados y la formulacién general citada son un poco
abstractos y el lector puede quizas en este punto esforzarse en comprobar si
ha captado la esencia de los procedimientos de aproximacién desarrollados.
Como los célculos detallados de un sistema de elementos bidimensional serd
mejor dejarlos para los computadores, podemos efectuar un célculo manual
sencillo para un elemento finito unidimensional de una viga. Ademas,
este ejemplo nos permitird introducir de manera sencilla los conceptos de
tensiones y deformaciones generalizadas.

Consideremos la viga representada en la Figura 2.4. La “deformacién”
generalizada es aqui la curvatura. Asi pues, tenemos:

d*w
dz?
donde w es la flecha vertical, que es la incégnita fundamental. La tensién

generalizada (a falta de la deformacién por esfuerzo cortante) ser el momento
flector M, relacionado con la “deformacién” por

€ = K=

d?w
o= M= —EIEI—z

De esta forma tendremos inmediatamente, empleando la notacién general de
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las secciones anteriores,

D = FI

Si se discretiza la flecha, podremos escribir

w = Na

para todo el sistema o para un elemento individual, 3.
En este ejemplo, las deformaciones se expresan como derivadas segundas
de la flecha y es necesario asegurar que tanto w como la derivada primera

dw
wy = — =
dz
son continuas entre elementos. Esto se cumple facilmente si como parametros
nodales se toman los valores de w y del giro, wz. Asi,

we e )

Se deducirdn a continuacién las funciones de forma. Si para definir
la deformada tomamos dos nodos por elemento (o sea, cuatro variables),
podemos suponer que ésta viene dada por un polinomio de tercer grado

w = a; + oz + a3z2 + oz4:1:3
Este nos definira las funciones de forma correspondientes a w; y w; tomando
para cada una un polinomio de tercer grado que valga uno en los puntos
apropiados (z = 0; L) y cero en cualquier otro punto, tal como se muestra
en la Figura 2.4.

Las expresiones de las funciones de forma para el elemento representado
pueden escribirse

N; = [1-3(z/L)* + 2(=/L)’, L(z/L - 2(2/L)* +(z/L)*)]
N; = [3(z/L)* - 2(=/ L), L(—(z/L)" + (=/L)*)]

Inmediatamente podemos escribir

B, = —d‘d:—zNi = [6—12(2/L), (4 - 6(2/L))L]/L*
B; = —:—;NJ’ = [-6+12(=/L), (2 - 6(z/L))L]/L?

y las matrices de rigidez para el elemento pueden escribirse
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L
K =/o B} EI B;dz

Dejaremos para el lector el calculo detallado de ésta y de las “fuerzas”
correspondientes a una carga uniformemente distribuida p (supuesta
constante en ¢j y nula en el resto). Se observara que las ecuaciones finales
para un nodo ¢, una vez ensambladas, relacionan entre si tres flechas nodales
i, 7, k. Explicitamente estas ecuaciones son para elementos de la misma

longitud L.
-12/L%, —6/L* w 24/L3 0 w;
I /L =6/ v Er /2 { 1}+
6/L%, 2/L b 0, 8/L| |6
—12/L8, 6/L%] [w; . pL/2 0
—-6/L%, 2/L || % —pL?/12 |
Es interesante comparar éstas con la forma ezacta representada por
las llamadas ecuaciones de “giros y traslaciones de los nudos” que pueden

+EI

encontrarse en los textos generales.

En este caso se hallara que la aproximacién por elementos finitos consigue
la solucién exacta porque ésta se halla representada por un polinomio de
tercer grado para una carga uniforme. Para cualquier otra carga distribuida
es facil ver que la diferencia entre la solucién exacta y la aproximada decrece
a medida que la longitud de los elementos tiende a cero.

2.11 Observaciones finales

El estudio de sdlidos eldsticos por el método de “los desplazamientos”
sigue siendo, sin duda, el procedimiento mds extendido y facilmente
comprensible. En muchos de los capitulos que siguen emplearemos las
férmulas generales desarrolladas en éste, en relacién a problemas de
elasticidad lineal (Capitulos 3, 4, 5 y 8). Estos son también aplicables en
¢l contexto del analisis no lineal, donde las principales variaciones son las
definiciones de las tensiones, deformaciones generalizadas y demas cantidades
asociadas a ellas. Es por ello conveniente resumir las férmulas esenciales, lo
que se hace en el Apéndice 2.

En el Capitulo 9 mostraremos que los procedimientos desarrollados
aqui no son sino un caso particular de discretizacién por elementos finitos,
aplicados a las ecuaciones de equilibrio que gobiernan el problema, expresadas
en funcién de los desplazamientos.?* Obviamente, son posibles otros puntos
de partida alternativos. Algunos de éstos se mencionaran en el Capitulo 12.
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Capitulo 3

TENSION Y DEFORMACION PLANA

3.1 Introduccién

El método de los elementos finitos obtuvo sus primeros éxitos en su apli-
cacién a problemas bidimensionales.’? En el Capitulo 2 ya se han empleado
problemas de ese tipo para aclarar las bases de la formulacién por elementos
finitos y para deducir las relaciones generales. Estas relaciones basicas estan
expresadas en las Ec. (2.1) a (2.5), (2.23) y (2.24) y se han resumido en el
Apéndice 2 como referencia rapida.

En este capitulo se obtendran con mas detalle las relaciones particulares
para el problema en cuestidn, acompafadas de ejemplos practicos,
procedimiento éste que seguiremos a lo largo del resto del texto.

Solamente se estudiard a fondo el elemento triangular, que es el mas
sencillo, pero el procedimiento es totalmente general. Este mismo problema
se puede analizar utilizando elementos mas elaborados, que se introducen de
idéntica forma y que se examinardn en capitulos posteriores.

Se recomienda al lector no familiarizado con los conceptos basicos de
elasticidad se dirija a los textos elementales sobre el tema, en particular al
libro de Timoshenko y Goodier®, cuya notacién se utiliza ampliamente en
este libro.

En ambos problemas de tensién y deformacion plana, el campo
de desplazamientos viene expresado univocamente en funcién de los
desplazamientos « y v en las direcciones de los ejes cartesianos ortogonales
z e y, respectivamente.

Ademis, las tinicas tensiones y deformaciones que se han de considerar en
ambos casos son las tres componentes en el plano zy. En el caso de tensidn
plana, las otras tres componentes de la tensién son nulas por definicién y, por
consiguiente, no contribuyen al trabajo interno. En la deformacién plana, la
tensién en la direccién perpendicular al plano zy no es nula. Sin embargo,
por definicién, la deformacién en dicha direccién es nula, y por tanto dicha
tensién no contribuye al trabajo interno, pero si se desea puede ser evaluada
explicitamente al final del cilculo a partir de las tres componentes principales
de tension.

47
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3.2 Caracteristicas de los elementos

3.2.1 Funciones de desplazamientos. La Figura 3.1 muestra el elemento
triangular tipico considerado, con los nodos 7, j, m numerados en sentido
antihorario.

Los desplazamientos de un nodo tienen dos componentes:

a; = {:f,’} (3.1)

y las seis componentes de los desplazamientos del elemento se agrupan en un

a® = { a } (3.2)

Los desplazamientos interiores a un elemento han de quedar definidos
univocamente por esos seis valores. La representacién mas sencilla viene
dada evidentemente por dos polinomios de primer grado

vector

u =a; + azz + azy (3 3)
v =a4 + asz + agy

Se pueden calcular ficilmente las seis constantes a resolviendo los dos

sistemas de tres ecuaciones simultineas que se obtienen al sustituir las

» X

Figura 3.1 Elemento de un medio continuo bajo tensién o deformacidén plana.
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coordenadas de los nodos e igualar las expresiones resultantes a los
desplazamientos correspondientes a los nodos. Escribiendo, por ejemplo,
u; =ay + a2z + asy;
uj =0 + axz; + azy; (3.4)
Um =1 + a2Zm + asym

odemos calcular facilmente a;, a; y a3 en funcidén de los desplazamientos
P s y P
nodales u;, u; y um para obtener finalmente

u= 2%[(a,-+b,-1:+c,'y)u,-+(a]~—|—bj:c+c]'y)uj—+—(am+bmz+cmy)um] (3.5a)
en la cual
a; =ZjYm — Tmy;
bi =y; — Ym = Yjm (3.5b)
Ci =Im — Tj = Ty
obteniéndose los otros coeficientes mediante permutacién ciclica de los

subindices ¢, 7, m, y dondet

Loz oy
2A =det |1 z; y; | =2 x (drea del tridngulo ijm) (3.5¢)

1 zm ym
Puesto que las ecuaciones para el desplazamiento vertical son similares, se
obtiene igualmente que

1
v = A [(ai +biz + c;y)v; + (aj +bjz + c]-y)vj +{(am +bmz + cmy)vm] (3.6)

Aunque no sea estrictamente necesario en este momento, podemos
expresar las relaciones anteriores (3.5a) y (3.6) en la forma general de la
Ec. (2.1):

u= {“} = Na® = [IN;, IN;,IN,]a® (3.7)

v

siendo I una matriz unidad 2 x 2, y

Ni = (a; + bz + c;y)/24, etc. (3.8)

La funcién de desplazamientos elegida garantiza automaticamente la
continuidad de desplazamientos entre elementos adyacentes, debido a que

t Nota: si se emplean las coordenadas del centro de gravedad serd «; + z; + =, =
vi+y+ym =0 y a; =2A/3 = a; = a,,. Véase también el resumen de integrales
sobre un tridngulo contenido en el Apéndice 4.
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los desplazamientos varian linealmente a lo largo de cualquiera de los lados
del tridngulo y, al imponer los mismos desplazamientos en los nodos para
dos elementos contiguos, evidentemente existird el mismo desplazamiento a
lo largo del contorno de separacién.

3.2.2 Deformacidn (total). La deformacién total en cualquier punto del
elemento puede definirse mediante sus tres componentes que contribuyen
al trabajo interno. Asi,

" 5 -
a2
€z P
—_— — u —
€= ;y =10, By { v } = Su (3.9)
e e
| 8y’ Oz |
Sustituyendo la expresién (3.7), tenemos
a;
€ = Ba® = [B;,B;,Bn|{ 2 (3.10a)
am
siendo B; una matriz tipica, dada por
ON;
_1, 0
Oz bi! 0
aN; 1
Bi = SN,' = 0, 6_y = EK 0, Cc; (3.10b)
dN; ON; ¢, b
0y ' Oz

Con lo cual, la matriz B de la Ec. (2.2) queda definida explicitamente.

Se advertira que en este caso la matriz B es independiente de la posicién
del punto dentro del elemento y, por consiguiente, las deformaciones son
constantes en todo el mismo. Es evidente que las funciones de forma
satisfacen el criterio de deformacién constante mencionado en el Capitulo 2.

3.2.3 Deformacién inicial (deformacidon térmica). Las deformaciones
“iniciales”, o sea, las deformaciones independientes de las tensiones, pueden
deberse a muchas causas: retraccidn, cristalizacién, o con mds frecuencia,
a cambios de temperatura, y en general dardn por resultado un vector de
deformacién inicial:

& = €yo (3.11)
Yzyo
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Aunque esta deformacién inicial puede ser, en general, funcién de la
posicién dentro del elemento, normalmente se definird por su valor medio
constante en todo el elemento. Esto estd de acuerdo con las condiciones
de deformacién constante impuestas por la funcién de desplazamientos
establecida.

Asi, para el caso de tension plana en un elemento de material isétropo
sujeto a un incremento de temperatura 8¢, si el coeficiente de dilatacién

térmica es a, tendremos
abé
€9 = abt (312)

0

ya que una dilatacién térmica no produce deformaciones transversales.

En el caso de la deformacidn plana la situacién es mds compleja.
La hipdtesis de deformacién plana implica que a causa de la dilatacién
térmica se desarrollaran tensiones perpendiculares al plano zy, ain cuando
se suponga que las tres tensiones principales son nulas, y consiguientemente
las deformaciones iniciales estaran afectadas por las constantes elasticas.

Se puede demostrar que en este caso

bt
o =(1+v) { abe } (3.13)
0

donde v es el coeficiente de Poisson.

Los materiales anisétropos presentan problemas particulares ya que el
coeficiente de dilatacién térmica puede variar con la direccién. Llamemos z’
e y' a las direcciones principales del material (Figura 3.2). La deformacién
inicial debida a la dilatacién térmica es, tomando dichos ejes como sistema
de referencia, para el caso de tensién plana,

' €zl ay 06
€y = Cylo = a20€ (314)
"/Ilylo 0

donde a; y a, son los coeficientes de dilatacién referidos a los ejes z' e /,
respectivamente. ‘

Para obtener los componentes de la deformacién en el sistema zy es
necesario emplear la adecuada matriz de transformacién de deformaciones
T, que nos daria

ey =T e (3.15)

Con (3 definido como en la Figura 3.2, es facil comprobar que
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%)’

— x

Figura 3.2 Elemento de un material estratificado (con isotropia transversal).

cos® 3 sen 20 —2 sen BcosfB
T = sen 2f3 cos? 3 2 sen B cos 3
sen BcosB — sen BcosB cos’f — sen ’f3

Asi pues, €9 puede calcularse facilmente. Se apreciard que la componente
tangencial de la deformacidn ya no es nula en el sistema de coordenadas zy.

3.2.4 Matriz de elasticidad. La matriz D de la relacién (2.5)

a:{gz}zD({ i;}—eo) (3.16)
Try TYzy

se puede establecer explicitamente para cualquier material (excluyendo ahora
09, que es simplemente un término aditivo).

Tension plana en un material isétropo. Paralos estudios de tension plana
en los materiales isétropos se tiene, por definicién,

a. va
Ex "Fz - —Ey‘ + €zo0
ey =292 %
y="f T TEw (3.17)
2(1 4+ v)T
%y:(—E)ﬂ capo

Despejando las tensiones en el sistema anterior, obtenemos la matriz D
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E {1 v 0 ]

D=——{v 1 0 (3.18)

0 0 (1-v)/2

en la cual E es el médulo de elasticidad y v el coeficiente de Poisson.
Deformacién plana de un material iséiropo. En este caso la tensién

normal o; no es nula, debiendo de ahadirse a las otras tres componentes de

la tensién. Para el caso particular de dilatacién térmica isétropa, tenemos

or VOy VO,

=55 &
voy Oy VO,
y=—7F *tp g T af® (3.19)
2(1 + v)Tzy
Yey = E
pero, ademas
voy voy 0 .
p—t = — —_ e 0
e, =0 E E + = +a

Eliminando o, y despejando las tres tensiones restantes obtenemos la
expresién ya citada de la deformacién inicial Ec. (3.13), y comparando ésta
con la Ec. (3.16), la matriz D resulta

By |0
(1) -2 /(10 ) (1) (1-2v)

o @

D (3.20)

~

(21 - v)]

Materiales anisétropos. Para materiales totalmente anisétropos se
necesitan 21 constantes elasticas independientes para definir completamente
las relaciones entre tensiones y deformaciones en tres dimensiones.*®

Si ha de ser aplicable un analisis bidimensional, las propiedades del
material deben presentar simetria, lo que implica que como maximo podrad
haber seis constantes independientes en la matriz D. Por consiguiente,
siempre se puede escribir

dll d]2 d13
D = d22 d23 (3.21 )
(51m) d33

para describir el comportamiento mas general en dos dimensiones. (La
necesidad de simetria de la matriz D se deduce del teorema de la reciprocidad
de Maxwell-Betti, siendo consecuencia de que la energia es un invariante
independiente del camino seguido para alcanzar un estado de deformacién
dado.)
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Plano de los estratos paralelos a zz

Figura 3.3 Material estratificado (con isotropia transversal).

Un caso de interés practico especial es el del material “estratificado” o con
isotropia transversal, cuyas propiedades presentan una simetria de revolucién
dentro del plano de cada estrato. Los materiales de este tipo tienen sélo cinco
constantes elasticas independientes.

Las relaciones generales entre tensiones y deformaciones son en este caso,
siguiendo la notacién de Lekhnitskii* y tomando el eje y perpendicular a los
estratos (despreciando la deformacién inicial), segin la Figura 3.3:

_ 0Oz V20y 110z

““E E &
V0 Oy 1oy
Ey = — ——— —_—
4 B B B
e = oz 120y 0z
: Ei  E E
214 1) (3.22)
Yzz ——‘E‘_Tzz
1
1
Yzy :G_zsz
1
Yyz :G’zTyz

en las que las constantes E; y vy (G; es dependiente) estén asociadas al
comportamiento en el plano de cada estrato, y E,, G2 y v, a una direccién
normal a éste.
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La matriz D en dos dimensiones se hace ahora, tomando E,/E; = ny

Gz/Ez =m,

E N nuv, 0
D- % _ = | 2 1 0 (3.23)
l—n; } ¢ 0 m(l-—nvi)

en el caso de tensién plana, o bien

D = Ex X
- IT+um)l—1n— 2nvl)
n(l —nvl) nue(l+w) 0 (3.24)
x | nva(l + v4) (1-2}) 0
0 0 m(1+ (1 — v — 2n1})

en el caso de deformacion plana.

Cuando, como en la Figura 3.2, la direccién de los estratos esta inclinada
respecto del eje z, serd necesario efectuar una transformacién para obtener
la matriz D en el sistema mas general de coordenadas. Suponiendo que D’
relacione tensiones y deformaciones en el sistema de coordenadas inclinado
(=', '), es facil demostrar que

D =T'D'TT (3.25)

donde T es la misma que aparece en la Ec. (3.15).
Si los sistemas de tensiones o’ y o corresponden a €' y ¢, respectivamente,
se tiene entonces por la igualdad del trabajo

o bien

¢TD'e = "De
de donde se deduce la Ec. (3.25) por sustitucién de la Ec. (3.15) (ver también
Capitulo 1).

3.2.5 Matriz de rigidez. La matriz de rigidez del elemento 7jm viene definida
a partir de la relacién general de la Ec. (2.13) mediante los coeficientes

KS; = /B;”DB]-t dz dy (3.26)
en la que t es el espesor del elemento y donde la integracién se efectia sobre

la superficie del tridngulo. Si el espesor del elemento se supone constante,
hipétesis que tiende a ser tanto maés cierta a medida que disminuye el tamano
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de los elementos, entonces, como ninguna de las matrices contiene a z o Y,
tendremos sencillamente

K{; = B/DB;tA (3.27)

donde A es el drea del tridngulo [definido ya en la Ec. (3.5)]. Esta expresién
es ya suficientemente explicita para el célculo dejando para el computador
las operaciones matriciales.

3.2.6 Fuerzas nodales debidas a las deformaciones iniciales. Vienen dadas
directamente por la expresién (2.13), la cual tras integrar, se transforma en

(£,)s, = —B]DeotA, etc. (3.28)

Estas fuerzas debidas a la “deformacién inicial” se reparten entre los
nodos de manera desigual y exigen un calculo preciso. Expresiones similares
pueden deducirse para las fuerzas debidas a las tensiones iniciales.

3.2.7 Fuerzas mdsicas distribuidas. En el caso general de tensién o
deformacién plana, cada elemento de superficie unidad en el plano zy estd

sujeto a las fuerzas:
b
b=<{.7°

en la direccién de los ejes correspondientes.
Ademais, segiin la Ec. (2.13), la contribucién de dichas fuerzas a las que
actian en cada nodo del elemento viene dada por

$=—/M{§}

o bien, segiin la Ec. (3.7),

ff=— { 21 } /Ni dz dy, etc. (3.29)
4

si las fuerzas masicas by y by son constantes. Como N; ya no es constante
la integraciéon se ha de efectuar explicitamente. En el Apéndice 3 se dan
algunas formas generales de integracién relativas a los triangulos.

En este caso particular, los cdlculos se simplifican si situamos el origen
de coordenadas en el centro de gravedad del elemento. Entonces

/zdzdy:/ydzdy:()

y haciendo uso de la Ec. (3.8)

be | [aidedy _ [\ e _ bz}é 3.30
() {Ele e

segun las relaciones (3.5a), (b), (¢).
Explicitamente, para todo el elemento

be
fe by
1
by | A
£ = f;? =3 (3.31)
i bz
by

lo que significa simplemente que el sistema de fuerzas que actian en las
direcciones = e y debidas a las fuerzas masicas se distribuyen ent.re los
nodos en tres partes iguales. Este hecho se corresponde con lo que se intuye
fisicamente y con frecuencia ha sido supuesto implicitamente.

3.2.8 Potencial de fuerzas mdsicas. En muchos casos, las fuerzas masicas se
definen en funcién de un potencial de fuerzas masicas ¢, tal que

—?i) by = —@ (3.32)
Oz Oy
y es este potencial, mas que los valores de bz y by, lo que conocemos en toda

la regién, estando especificado en los puntos nodales. Si ¢° represen?a los
tres valores del potencial asociado a los nodos del elemento, es decir, si

by =

&;
¢ ={ b (3.33)
Pm

y debe corresponder a valores constantes de by y by, ¢ deberd ’var.i’a.r
linealmente dentro del elemento. La “funcién de forma” de esta variacion
deberd venir dada evidentemente por un procedimiento analogo al seguido
para deducir las Ecs. (3.4) a (3.6), obteniéndose

¢ = [N,;, N]‘, Nm]¢e (3'34)
Asli pues,
by = _%_ —[b, b5, bm]g®/2A
Oz
y o6
by = "oy " —[ci, ¢j, em]g®/2D0 (3.35)

El vector de las fuerzas nodales debidas al potencial de fuerzas masicas

reemplazara ahora la expresién (3.31) por
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b, bj, bm
Ciy €5, Cm
115, b;, b
— - 7 m e
e A K (3.36)
by, bj, bm

Ciy Cja Cm

3.2.9 Cdlculo de las tensiones. Las férmulas obtenidas nos permiten
ensamblar la matriz de rigidez completa de la estructura y obtener los valores
de los desplazamientos.

La matriz de tensiones expresada en forma general en la Ec. (2.16) se
obtiene haciendo las sustituciones adecuadas para cada elemento.

Segin la hipétesis basica, las tensiones son constantes dentro del
elemento. Es corriente suponer que éstas actian en el centro de gravedad
del elemento, siguiéndose este criterio en la mayoria de los ejemplos de este
Capitulo. Otra posibilidad consiste en obtener el valor de las tensiones de
los nodos como media de los valores en los elementos adyacentes. Con
esta idea se han empleado diferentes métodos de “ponderacion” basados
en consideraciones empiricas, pero las ventajas obtenidas no parecen muy
considerables.

Es habitual preparar el trabajo para que el computador calcule las
tensiones y direcciones principales de cada elemento.

3.3 Ejemplos. Estimacién de la precisién

No hay duda de que la solucién de problemas de elasticidad plana, tal
como se han formulado en la Seccién 3.2 es, en el limite de las subdivisiones,
una solucién exacta. Y, por supuesto, para cualesquiera subdivisiones existe
una solucién aproximada similar a, digamos, una solucién por series de
Fourier de la que se toma un nimero limitado de términos.

Como ya se ha explicado en el Capitulo 2, la energia total de deformacién
que se obtiene durante un estado de aproximacién cualquiera es menor que la
energia de deformacién verdadera correspondiente a la solucién exacta. En
la préctica significa que los valores de los desplazamientos, y por consiguiente
también de las tensiones, proporcionados por la aproximacién, seran en
conjunto inferiores a los reales. Sin embargo, debe hacerse hincapié en que
esto no es necesariamente cierto para cada punto individual del continuo, y
por tanto la importancia practica de este limite no es muy grande.

Lo importante para el ingeniero es conocer el grado de precisién
alcanzable en los problemas mas corrientes para una subdivisién dada. En
cada caso particular, se puede estimar el error por comparacién con soluciones
exactas conocidas o mediante el estudio de la convergencia, utilizando dos o
mas tamanos de subdivisién.

Utilizando su experiencia, el ingeniero puede estimar a prior:i el grado
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de aproximacién implicado en un problema especifico para una subdivisién
dada. Parte de esta experiencia podria quizas adquirirse con los ejemplos
que se consideran en este libro.

Dirigiremos nuestra atencién en primer lugar hacia algunos problemas
sencillos para los cuales existen soluciones exactas.

3.3.1 Campo de tensiones uniforme. Si la solucién exacta es en realidad
un campo de tensiones uniforme, la solucién obtenida por elementos finitos

— X

¥ Medias nodales

(® Valores en el centro
de los tridngulos

Exacto _l

(0, =74, =0)
v=015
Figura 3.4 Flexién pura de una viga resuelta mediante una malla no tupida de
elementos triangulares (se resefian los valores de oy, 0, y Tzy pOr este
orden).
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coincidira con la exacta, sea cualquiera la subdivisién utilizada. Esto es un
corolario obvio de la formulacién, siendo no obstante muy 1til como primera
comprobacién de los programas escritos para computador.

3.3.2 Campo de tensiones variable linealmente. Evidentemente, en este caso
la hipétesis béasica de tension constante dentro de cada elemento implica que
la solucién sera sélo aproximada. En la Figura 3.4 se muestra el ejemplo
sencillo de una viga sometida a un momento flector constante, con una
subdivisién medianamente grosera. Se ve en seguida que las tensiones axiales
(oy) dadas por el elemento se aproximan a los valores exactos, y de hecho
si cada uno de los valores constantes de la tensién se asocia al centro de
gravedad de cada elemento y se representan graficamente, la linea que mejor
“se ajusta” a dichos valores representa la distribucion exacta de tensiones.
(En el Capitulo 12 se trata de los puntos éptimos para cdlculo de tensiones.)

Las componentes horizontal y tangencial de la tensién difieren también
de los valores exactos (que son simplemente cero). Sin embargo, advirtamos
por otra parte que sus valores oscilan alrededor de los valores exactos, segun
pequenas variaciones de igual valor.

En los nodos interiores, si tomamos el valor medio de las tensiones de
los elementos adyacentes, encontramos representadas con gran aproximacion
las tensiones exactas. En las caras exteriores dicho valor medio no da, sin
embargo, resultados tan buenos. En la practica se usa frecuentemente la
representaciéon de las tensiones por los valores medios nodales para mejorar
la aproximacién, como se muestra en la Figura 3.4, obteniéndose una mejor
representacién de conjunto.

Figura 3.5 Orificio circular en un campo de tensiones uniforme: (a) Material
isétropo. (b) Material estratificado ortétropo; E; = E, = 1, E, =
E,=3,1,=011v=0,G,, =042
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—— Solucién exacta para una placa infinita
o Solucién por elementos finitos

AN
y 0o

i
(a) Isotrépo (b) Ortotrépo

Figura 3.6 Comparacién de los resultados tedricos y mediante elementos finitos
para los casos (a) y (b) de la Figura 3.5.

Para afinar los resultados se puede seguir ademds un proceso de
ponderacién de los valores medios en las proximidades de las caras de la
estructura. Sin dogmatizar sobre este punto, parece preferible, cuando la
precision requiere seguir este procedimiento, utilizar una malla mas tupida.
El problema de refinar una malla de forma légica para llegar a la precisién
deseada se discutird en el Capitulo 14.

3.3.3 Concentracion de tensiones. En las Figuras 3.5 y 3.6 se representa un
ejemplo mas real. Aqui se considera la distribucién de tensiones alrededor de
un orificio circular en un material isétropo y en otro anisétropo estratificado,
para condiciones de tensién uniforme.® Se ha utilizado una divisién en
elementos gradual, que permite un estudio mas detallado en la regién donde
se esperan gradientes de tensiéon elevados. En la Figura 3.6 se puede
comprobar el alto grado de precisiéon alcanzable, comparandose algunos de
los resultados con las soluciones exactas.®’

En capitulos posteriores veremos que pueden obtenerse resultados
aun mas precisos utilizando elementos mds elaborados; sin embargo, los
fundamentos del andlisis permanecen iguales.

3.4 Algunas aplicaciones précticas

Evidentemente, las aplicaciones practicas del método no tienen limite y el
método de los elementos finitos ha reemplazado a las técnicas experimentales
para problemas planos debido a su gran precisiéon, bajo coste y versatilidad.
La facilidad para tratar problemas de anisotropia, tensiones térmicas o de
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Movimiento restringido en la direccién y

50. Los espesores de las

Figura 3.7 Abertura reforzada en una placa. Campo de tensiones uniforme lejos de la abertura: ¢, = 100, oy

zonas A, B ¥ C de la placa estan en la relacién de 1:3:23.
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fuerzas distribuidas se suma a sus ventajas.
Daremos ahora algunos ejemplos de aplicacién real a problemas técnicos

complicados.

3.4.1 Distribucién de tensiones en torno de un orificio reforzado (Figura 3.7).
En vasijas de presién de acero o en los fuselajes de aviones se han de practicar
orificios en revestimientos sometidos a tensiones. El conducto que penetra
proporciona en si un cierto refuerzo alrededor del borde y, ademas, el espesor
del mismo revestimiento se aumenta para reducir las tensiones debidas a los
efectos de concentracion.

El anélisis de este tipo de problemas como casos de tensién plana no
presenta dificultad. Los elementos se escogen de manera que sigan la
variacién del espesor, asignando a éste valores convenientes.

La estrecha zona de material grueso alrededor del borde se puede
representar por elementos especiales tipo viga, o mds facilmente en un
programa general mediante elementos triangulares muy delgados del tipo
usual, a los que se asignan los espesores convenientes. Este ultimo
procedimiento es el seguido en el problema representado en la Figura 3.7, que
da algunas de las tensiones que aparecen en las proximidades de la abertura.
Nétese la extension mas bien grande de la region introducida en el analisis y
la disminucién gradual del tamafio de los elementos de la malla.

3.4.2 Valle anisdtropo sujeto a tensiones tectonicas®(Figura 3.8). Se considera
un valle simétrico sujeto a tensiones horizontales uniformes. El material esta
estratificado, o sea, presenta “isotropia transversal”, y la direccién de los
estratos varia de punto a punto.

El grifico de tensiones muestra el desarrollo de la zona sometida a
tracciones. Este fenémeno es de gran interés para gedlogos e ingenieros
relacionados con la mecanica de rocas.

3.4.3 Presa sometida a presiones hidrostdticas internas y ezternas®®
(Figura 3.9). Se analiza aqui una presa de contrafuertes cimentada sobre
una masa rocosa algo compleja. La regién heterogénea que comprende la
cimentacion esta sometida a condiciones de deformacién plana, mientras que
la presa en si se considera como una placa (tensién plana) de espesor variable.

Con relaciéon al efecto de las cargas exteriores o al del peso propio,
no surge ningin problema de analisis particular, aunque quizds deba
mencionarse que se encontré ventajoso “automatizar” el calculo de las fuerzas
nodales debidas al peso propio.

Cuando se consideran las presiones intersticiales, la situacion requiere,
quizas, ciertas explicaciones.

Es bien conocido que en un material poroso la presién del agua se
transmite a la estructura como una fuerza mdsica de valor

% __ o

e b=, (3.37)

by =
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Espesor del alma
del contrafuerte 9 pies

¥
Planta de la seccién A-A
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=
< Reduccién gradual constante
= X del espesor del alma,
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7% (hipétesis de
desplazamiento libre)

o

rena alterada E = ll—OEC

-

Arena Eg = {Ec

Arcilla compacta E = %Ec

- /// /// = ~ // \
8 = = __ Hipétesis de movimiento nulo
L ¥ =0  Regién analizada Hipétesis de S VI
. . ., .. . movimiento nulo
Figura 3.8 Valle con estratos curvos sometido a tensién tecténica horizontal.
(Deformacién plana, 170 nodos, 298 elementos.) (b
y que entonges 1.10 s n'e(.:esarlo considerar la presién exterior. . Figura 3.9 Analisis tensional de una presa de contrafuertes. Hipdtesis de tensién
, Fa presion mterstl‘(:lal p es ahora, ‘de hecho, un potencxa% de fuerzas plana en la presa y de deformacién plana en la cimentacién. (a) Seccion
masicas como el definido en las expresiones (3.32). En la Figura 3.9 se del contrafuerte analizada. () Zona de cimentacién considerada y

muestra la subdivisién en elementos de la regién y el croquis de la presa. divisién en elementos finitos.



El Método de los Elementos Finitos TENSION Y DEFORMACION PLANA 67

«
=, o
| : . .
RS 'E a En las Figuras 3.10 (a) y (b) se muestran las tensiones que resultan del
N g
& = 238 efecto del peso propio de la presa y las debidas a la presién del agua,
. o . ’ - . . .
g 3 9 b suponiendo que actiia como carga exterior o, alternativamente, como presién
2 A o1 — ,_54 b b
g Q& intersticial interna. Ambas soluciones indican grandes zonas de traccidn,
3 < ero el incremento de tensiones debido a la segunda hipdtesis es importante.
.
© P ’4‘;\ (= : ’ : « : »
oo b= Las tensiones calculadas aqui son las llamadas tensiones “efectivas”.
- o\ L4 . . v e
QQ\ 2t Estas representan las fuerzas de interaccién entre las particulas solidas y
e . . . .
- A se definen como sigue en funcién de las tensiones totales o y de las presiones
X

insterticiales p,

o' =¢+mp m"=][1,1,0] (3.38)
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4

A
R

o sea, suprimiendo simplemente de la tensién total la componente debida a

la presiéon hidrostatica.'®

La tension efectiva es de especial importancia en la mecdnica de los

Q)]
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‘&
/NN NNN

medios porosos, como ocurre en el estudio de suelos, rocas u hormigén. La
hipétesis fundamental para obtener las fuerzas masicas de la Ec. (3.37) es
que en la deformacion de la fase sélida sélo tiene importancia la tension
efectiva. Esto conduce inmediatamente a otra posibilidad de formulacién.'
Si examinamos la condicién de equilibrio de la Ec. (2.10), advertimos que
la misma estd escrita en funcién de las tensiones totales. Expresando la
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A i ecuacién constitutiva (2.5) en funcién de las tensiones efectivas, es decir,

w

[
3§ o =D'(e — &)+ (3.39)
-3

©
Ng: £ y sustituyendo ésta en la ecuacién de equilibrio [Ec. (2.10)] encontramos que

se obtiene de nuevo la Ec. (2.12), empleando la matriz D' en la matriz de
rigidez y aumentando los términos de fuerzas de la Ec. (2.13b) con la fuerza
adicional

—/CBTmpd(vol) (3.40)

o, si p se interpola mediante funciones de forma N;, la fuerza se convierte en

(a)

—/ BTmN’ d(vol)p® (3.41)

Debajo de la cimentacién deben afiadirse las tensiones iniciales de la roca

Esta otra forma de introducir los efectos de la presion intersticial permite
utilizar interpolacién discontinua para p [puesto que no existen derivadas
en la Ec. (3.40)] y es empleada en la actualidad muy frecuentemente en la
practica.

con la presién del agua que se supone actiia: (a) como fuerza exterior, {b) como fuerza masica debida a la presién intersticial.

300 1b/pul® .

3.4.4 Fisuracion. Las tracciones que se originan en el anterior ejemplo de la
presa causaran sin duda fisuracidn en la roca. Si la situacién que se produce

Compresién (-)
Figura 3.10 Analisis tensional de la presa de contrafuertes de la Figura 3.9. Las tensiones principales debidas al peso propio se combinan

‘\/
g
200 1b/pulg®

cuando la fisura se propague es estable, podra considerarse que la presa es
segura.

vl

%/
n““k

\
traccidén

Zona de tracciones %
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Compresién (-)
%
Agua arriba N \ Q‘N’ ,

o )

Q0 X g
Zona de tracciones Traccién (-}-)\‘\ el \S@
B o @,

XN/ X .
La flecha indica
Zona fisurada / e A traccién

(se considera .

el material AAA \ \ \ \ \ \ \ Las tensiones no

con E = 0) ANVAANVA ANV Vh incluyen las tensiones
, A ‘ originales en la roca

Zona de tracciones, pero
las tracciones son menores
que las probables compresiones x
iniciales de la roca ~. .

Figura 3.11 Tensiones en una presa de contrafuertes. La introduccién de una

“fisura” modifica la distribucién de tensiones [mismo estado de cargas
que en la Figura 3.10(5)].

x
2
La temperatura disminuye / % » ’4,00 b 2
linealmente en esta zona Traccién (+)/ /pulg
s /YN G Bi

Compresién (<) | tracciones

ﬁu%‘?&#& A

100 1b/pulg?
AL Frrsa i ]
AVNE&%%%W%V@
>

La temperatura no varia en la cimentacién

Figura 3.12 Analisis tensional de una presa de contrafuertes. Tensiones térmicas
debidas a un descenso de temperatura de 15° F en la zona sombreada.
(E =3 x10%1b/pulg.?, a = 6 x 107%/°F),

La flecha indica
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Nivel del agua
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3 axict b
-9,
pos Cables del pretensado
: y reacciones de la
-2 compuerta
s By 0 % e -
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Figura 3.13 Presa con aliviadero y cables pretensados.

Se puede introducir muy facilmente el efecto de las fisuras en el analisis
asignando valores nulos al médulo de elasticidad de ciertos elementos
escogidos. En la Figura 3.11 se muestra el anilisis para una amplia cuiia
fisurada, pudiendo observarse que la amplitud de la zona agrietada no origina
tensiones dentro del cuerpo de la presa.

Se puede desarrollar un procedimiento mas elaborado para seguir la
propagacion de fisuras y la redistribucién de tensiones resultante.!?

3.4.5 Tensiones térmicas. Como ejemplo de célculo de tensiones térmicas
se representa la misma presa bajo la hipdtesis de una distribucién de
temperatura sencilla. En la Figura 3.12 se dan los resultados de este analisis.

3.4.6 Presas de gravedad. La presa de contrafuertes es un ejemplo natural de
la aplicacion del método de los elementos finitos. Otros tipos, como presas
de gravedad con o sin aliviadero u otros accesorios, pueden también tratarse
con gran sencillez. La Figura 3.13 muestra el anilisis de una presa de gran
tamaifio con aliviadero y compuertas en coronacion.

Es evidente que este caso implica una aproximacién consistente en
adoptar un anélisis bidimensional en las proximidades del cambio brusco
de seccién que se produce en las zonas donde el aliviadero se une al cuerpo

0 20 40 60 80 100 pies
| emme o e
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principal de la presa, pero esto conduce sélo a errores localizados.

Es importante hacer notar aqui que, en uno de los casos se us6 una
malla de tamafos gradualmente variables para estudiar la concentracién de
tensiones en la presa y el comportamiento de la cimentacién. La variacién
lineal entre los tamafos de los elementos mas grandes y los mas pequefios es
del orden de 30 a 1 (los elementos mayores se encuentran en la cimentacién
y no aparecen en la figura).

3.4.7 Central eléctrica subterrdnea. Este ultimo ejemplo, ilustrado en las
Figuras 3.14 y 3.15, muestra una aplicacién a gran escala muy interesante.

En este caso, las tensiones principales estan representadas graficamente de

forma automadtica. Para el andlisis se emplearon numerosos valores de la
tensién inicial @ muy diferentes entre si, debido a la incertidumbre en el
conocimiento de las condiciones geoldgicas. La rapidez en la solucién y en
la representacién grafica de las tensiones permitié encontrar los limites de
variacién de éstas y tomar una decisidén técnicamente adecuada. En este
ejemplo, los contornos exteriores se tomaron suficientemente alejados y fijos
(x. = v = 0). Sin embargo, se podia haber hecho un mejor tratamiento
usando elementos infinitos, como se describe en la Seccién 8.13.

3.5 Tratamiento particular de la deformacién plana en los
materiales incompresibles

Se habra apreciado que la relacién (3.20) que define la matriz de
elasticidad D de un material isétropo pierde sentido cuando el coeficiente
de Poisson toma el valor 0.5 puesto que el factor entre paréntesis se hace
infinito. Una manera sencilla de sortear esta dificultad es emplear valores del
coeficiente de Poisson cercanos a 0.5 pero no iguales a éste. La experiencia
muestra, no obstante, que si se hace esto la solucién se deteriora, a menos que
se sigan formulaciones especiales como las que se exponen en el Capitulo 12.
Herrmann®? ha sugerido otro procedimiento que implica la utilizacién de una
formulacién variacional diferente y que sera examinada en los Capitulos 12

y 13.

3.6 Observacién final

En los siguientes capitulos se introduciran elementos que proporcionan
mucha mejor precisién para el mismo nimero de grados de libertad en un
problema particular. Esto ha llevado a creer que el sencillo tridngulo usado
aqui estd completamente obsoleto. Sin embargo, en los ultimos afios, su
extrema simplicidad lo ha llevado a ser de nuevo usado en la practica.
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Capitulo 4

ANALI>SIS DE TENSIONES EN
CUERPOS DE REVOLUCION

4.1 Introduccién

El problema de la distribucién de tensiones en cuerpos de revolucién
(sdlidos axisimétricos) sometidos a cargas de revolucién es de considerable
interés practico. Los problemas matematicos que se presentan son muy
similares a los de tensién y deformacién plana ya que, una vez mas, el
problema es bidimensional.? Por simetria, el estado de deformacién, y
por consiguiente también el de tensién, de una seccién plana cualquiera
perpendicular al eje de simetria del cuerpo viene definido completamente
por las dos componentes de los desplazamientos. En la Figura 4.1 se
muestra una de tales secciones. Si r y z representan respectivamente las
coordenadas radial y axial de un punto, siendo u y v los desplazamientos
correspondientes, es facil ver que se pueden usar precisamente las mismas
funciones de desplazamientos utilizadas en el Capitulo 3 para definir los
desplazamientos dentro del elemento triangular ¢, j, m que se muestra en
la figura.

El volumen de material asociado a un “elemento” es ahora el de un
sélido de revolucién como el de la Figura 4.1, y a él hemos de referir todas
las integraciones.

De nuevo emplearemos el elemento triangular a efectos ilustrativos,
poseyendo las relaciones que se obtengan un caracter completamente general.

Se ha demostrado ya que en los problemas de tensiéon o deformacion
planas el trabajo interno esta ligado a las tres componentes de la deformacion
situadas en el plano de coordenadas, no apareciendo la componente de la
tensién normal a dicho plano por ser nulos los valores tanto de dicha tensién
como de la deformacién.

En los problemas de revolucién todo desplazamiento radial induce
automaticamente una deformacion en direccién circunferencial, y como las
tensiones en esa direccién son ciertamente distintas de cero, habria de
considerarse esta cuarta componente de la deformacion y la de tension
asociada a ella. Este es el punto clave que marca la diferencia esencial en el
tratamiento de los problemas de revolucién.

Encontrard el lector que el algebra implicada en este capitulo es algo mas
tediosa que la del anterior, pero en esencia las operaciones a efectuar vuelven
a ser las mismas, siguiendo la formulacién general del Capitulo 2.

75
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‘:(r)

Nr(u)

Figura 4.1 Elemento finito de un sélido de revolucién.

4.2 Caracteristicas de los elementos
4.2.1 Funcidn de desplazamientos. Utilizando elementos de forma triangular

(Figura 4.1) con los nodos 7, j, m numerados en sentido contrario al de las
agujas del reloj, definimos como sigue los desplazamientos nodales por sus

a; = {’;:} (4.1)

y los desplazamientos de cada elemento por el vector

a® = {:;' } (4.2)

Evidentemente, tal como se hizo en la Seccién 3.2.1, se puede emplear un

dos componentes

polinomio lineal para definir de manera unica los desplazamientos dentro del
elemento. Puesto que el algebra a desarrollar es idéntica a la del Capitulo 4,
no se repetira de nuevo. El campo de desplazamientos viene nuevamente

dado por la Ec. (3.7).

u= {:} = [IN;, IN;, INp]a® (4.3)
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con

a; + bir +¢;2

N; = 2A )

etc.
siendo I una matriz unitaria 2 X 2. En la expresién anterior,

Q4 =TjZm — TmZ;
b =z; — zm = Zjm (4.4)

Ci =Tm — TJ' = 'r,,,j
etc., siguiendo un orden ciclico. De nuevo A es el drea del tridngulo.

4.2.2 Deformacién (total). Como se dijo anteriormente, aqui hemos de
considerar cuatro componentes de la deformacién. Estas son, en realidad,
todas las componentes de la deformacién no nulas posibles en un sélido de
revolucién. En la Figura 4.2 se muestran y definen dichas deformaciones y
las tensiones asociadas.

El vector deformacién que se define a continuacién agrupa las
componentes de la deformacién a considerar, definiéndolas en funcién de los
desplazamientos de un punto. Las expresiones empleadas son casi evidentes
por si mismas y no se deduciran aqui. El lector interesado puede consultar
cualquier texto de elasticidad general® donde hallard la demostracién de todas
estas relaciones. Asi pues, tenemos

<o)

eoloy)

€,(0,)

Figura 4.2 Deformaciones y tensiones que intervienen en el analisis
de sélidos de revolucién.
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ov
dz
€, du
_)e L or _
€= ¢co (= " = Su (4.5)

Yrz ;

ou N ov

0z Or

Haciendo uso de las funciones de desplazamiento definidas en las Ecs. (4.3)
y (4.4) obtenemos

e =Ba® = [Bi, Bj, Bm]ae

donde

- N

0 , b

0z 0
E)Ni ’ i
B or 7 0 1 | g Doz (4.6)
i= |4 oA | 2 an+22 of> etc. 4.

_Ni y 0 24 r t r

r Ciy b;

dN; ON;
| 0z ' 8r |

Debido a que en la matriz B figurardn las coordenadas r y z, las
deformaciones ya no son constantes dentro de cada elemento como en los
casos de tensién o deformacién plana. Esta variaciéon de la deformacién se
debe al término gy. Si los desplazamientos que se imponen son tales que u es
proporcional a r, todas las deformaciones seran entonces constantes. Como
éste es el unico estado de desplazamiento que coincide con la deformacién
constante, estd claro que la funcién de desplazamientos satisface el criterio
basico del Capitulo 2.

4.2.3 Deformacidn inicial (deformacidn térmica). En general, se tendran
cuatro componentes independientes para el vector de deformaciones iniciales:

=14 °° (4.7)
71-20

Y aunque éste, generalmente, puede variar dentro del elemento, sera
conveniente tomar alli la deformacidn inicial como constante.

El caso mas frecuente de deformaciones iniciales es el debido a dilatacién
térmica. Para un material isétropo tendremos entonces
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af®
€
EO = ae (4'8)

ab€

0

donde ¢ es el incremento medio de temperatura en un elemento y a es el
coeficiente de dilataciéon térmica.

No es necesario considerar el caso general de anisotropia puesto que seria
imposible alcanzar simetria axial en esas circunstancias. Un caso d? cierto
interés practico es el de un material “estratificado”, similar al. estudl.ado en
el Capitulo 4, cuyo plano de isotropia sea perpendicular al eje de simetria
(Figura 4.3). Son posibles aqui dos coeficientes de dilatacién diferentes: uno
en la direccién del eje oz y otro en el plano normal al mismo, ar.

En tal caso, la deformacién térmica inicial es

a,0¢
011'96 (4.9)
arf¢

0

€0 =

Figura 4.3 Material estratificado con simetria de revolucion.
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Casos practicos de tal anisotropia “estratificada” se dan frecuentemente
en la construccién de piezas laminadas o de fibra de vidrio.

4.2.4 Matriz de elasticidad. La matriz de elasticidad D relaciona las
deformaciones € y las tensiones o mediante la expresién general [Ec. (2.5)]

Oz
[ f
g= a; = D(e - gg) + o9

Trz

Se considerard en primer lugar el material anisétropo “estratificado”, ya
que el caso de material isétropo puede considerarse sencillamente como caso
particular del anterior.

Material anisdtropo estratificado (Figura 4.3). Si el eje z representa
la normal a los planos de los estratos, podemos escribir nuevamente las
ecuaciones (4.22) (prescindiendo ademas por comodidad de las deformaciones
iniciales) como sigue:

E, E, E,
1o O0r 1oy
v E, E E,
(4.10)
o= 29z _mor oy
? E; E E
_ler
7zr G2
Escribiendo ademas
5 G _
E-" 7 BT
tenemos, despejando las tensiones, que
D= Ex X
T+ 1)1 = vy — 2n03)
1-v nn(l+v) , n(l+u) , 0 (411)
» n(l—nvl) , (n+nvi)n , 0 ’
n(l - anz) ’ 0
simétrica m(l+uv1) x (1 —v —2n0f)

Material isétropo. Para un material isétropo, podemos obtener la matriz
D tomando

E,=FE,=F o n=1
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V), =V =V
y empleando la conocida relacién entre las constantes eldsticas isétropas

G _G___ 1
E, E 7 21+4v)

Sustituimos en la expresién (4.11) y obtenemos ahora

_ . . .
1
Y1—y 1 0
E(1-v) 1 - 0
p._Ed-v) oI (4.12)
Q1+v)(1-2v) 1, 0
imétri 1-2v
simeirica 2(1—!/)

4.2.5 La matriz de rigidez. La matriz de rigidez del elemento i3m puede
calcularse ahora a partir de la relacién general Ec. (2.13). Recordando que
la integral de volumen ha de extenderse a todo el anillo de material, tenemos

Kfj = 27r/BtrDBj rdrdz (4.13)

viniendo B expresada por la Ec. (4.6) y D por la Ec. (4.11) o la Ec. (4.12),
dependiendo del material.

No se puede efectuar la integracién tan sencillamente como en el caso
de tensién plana porque la matriz B es funcidon de las coordenadas. Hay
dos alternativas: la primera es una integracién numeérica; la segunda, una
multiplicacidén explicita y una integracién término a término.

El procedimiento aproximado més sencillo es evaluar B en el centro de

gravedad

_ Titrit+r,
r= ———
3
y
_ zitzjtzm
I=— -
3

En este caso, se obtiene como primera aproximacién
=TT =
Kf]- = 2rB; DB,;7A (4.14)

siendo A el drea del tridngulo.
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Se podria seguir procedimientos de integracién numérica mas elaborados
calculando el valor del integrando en varios puntos del tridngulo. Dichos
métodos se estudiardn con detalle en el Capitulo 8. Sin embargo, puede
demostrarse que si la integracién numérica es de un orden tal que permite
determinar exactamente el volumen del elemento, entonces la solucién
converge hacia la solucién exacta cuando aumenta indefinidamente el nimero
de elementos®. La integracién “en un solo punto”sugerida aqui pertenece
a esta categoria, ya que es bien conocido que el volumen de un cuerpo
de revolucién viene dado exactamente por el producto entre el drea y la
trayectoria descrita por su centroide. Con el elemento triangular sencillo
utilizado aqui se necesita en cualquier caso una subdivisién en elementos
bastante tupida, y en la practica la mayoria de los programas hacen uso de
esta sencilla aproximacién, que sorprendentemente es a veces superior, de
hecho, a la integracién exacta (véase Capitulo 11). Una razén para ello es
la aparicién de términos logaritmicos en la formulacién exacta que implican
cocientes del tipo 7;/rm y, cuando el elemento se encuentra a una distancia
grande del eje, tienden a la unidad siendo impreciso el cilculo de su logaritmo.

4.2.6 Fuerzas nodales ezteriores. En el caso de problemas bidimensionales
como los estudiados en el capitulo anterior, el reparto de cargas exteriores
era tan evidente que no necesitaba ningin comentario aclaratorio. En el caso
presente, sin embargo, es importante comprender que las fuerzas nodales
representan un efecto combinado de la fuerza actuante a lo largo de la
circunferencia del circulo que forma el “nodo” del elemento. Ya se tuvo
en cuenta esto al calcular las integrales de las expresiones que aparecian en
la matriz de rigidez del elemento, efectiandose dichas integraciones sobre el
anillo completo.

Asi, si R representa la componente radial de la fuerza por unidad de
longitud de la circunferencia de un nodo o de un radio r, la “fuerza exterior”
que habra que introducir en el célculo sera

2nrR

Anélogamente, en la direccién del eje el efecto combinado de las fuerzas axiles
vendra representado por

2nrZ

4.2.7 Fuerzas nodales debidas a las deformaciones iniciales. De nuevo, segin

la Ec. (2.13),
f¢ = 27 /BTDsordrdz (4.15)

o sea, separando términos y advirtiendo que € es constante
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ff = -2« (/ BT rdr dz) Deg (4.16)

Se puede efectuar la integracién de manera similar a la seguida para
determinar la rigidesz.

Se observa inmediatamente que se puede emplear otra vez una expresién
aproximada mediante valores en el centro de gravedad

£ff = —27B] DegrA (4.17)

Las fuerzas debidas a las tensiones iniciales se calcularian de maneraidéntica.

4.2.8 Fuerzas mdsicas distribuidas. En problemas de revolucién se presentan
con frecuencia fuerzas masicas distribuidas, como las debidas a la gravedad
(si actiia en la direccién del eje z), a la fuerza centrifuga en miembros de
maéquinas rotatorias, o a la presion intersticial.

Representemos esas fuerzas por

b= {(l:z} (4.18)

por unidad de volumen de material en las direcciones de » y z,
respectivamente. Mediante la ecuacién general (2.13), obtenemos

ff = —27r/INi { I;r }1‘ dr dz (4.19)

Empleando un sistema de coordenadas similar al de la Seccidén 3.2.7 se
demuestra ficilmente que la primera aproximacién, si las fuerzas masicas
son constantes, da por resultado

£ = —2n { ;’; } FA/3 (4.20)

Aunque estas expresiones no son exactas, se encontrard que el término que
expresa el error decrece al reducirse el tamafio de los elementos y, puesto que
éstas estan en equilibrio, no se introduciran grandes inexactitudes. Ademas,
tal como se vera en el Capitulo 11, la velocidad de convergencia se mantiene
inalterada.

Si las fuerzas masicas vienen dadas por un potencial similar al definido
en la Seccién 3.2.8, o sea,

9y, - (4.21)

br:_[“)r Y}
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y si dicho potencial estd definido linealmente por sus valores nodales, se
puede emplear de nuevo una expresién equivalente a la Ec. (4.36) con el
mismo grado de aproximacion.

En muchos problemas las fuerzas masicas varian proporcionalmente a r.
Por ejemplo, en méquinas rotatorias las fuerzas centrifugas son

br = wpr (4.22)

donde w es la velocidad angular y p la densidad del material.

4.2.9 Cdlculo de las tensiones. Como se habrd advertido en las Ecs. (4.5)
y (4.6), las tensiones varian ahora a través del elemento. Conviene, pues,
determinar la tensién media en el centro del elemento. La matriz de tensiones
resultante de las Ec. (4.6) y (2.3) nos proporciona aqui, como siempre

° = DBa® — Dgg + o9 (4.23)

Se encontrard que los valores de las tensiones entre elementos oscilan
ligeramente, pudiéndose alcanzar una mejor aproximacion calculando el valor
medio de las tensiones nodales.

4.3 Algunos ejemplos de comprobacién

Los ejemplos de comprobacién como los de un cilindro bajo tensién axial
o radial constante dan, como era de esperar, soluciones que se corresponden
con las exactas. Esto es ademas un corolario evidente de la capacidad de
la funcién de desplazamientos para reproducir condiciones de deformacién
constantes.

Un problema para el que existe una solucion exacta y en el que los
gradientes de tensiones son practicamente lineales es el de una esfera sometida
a presién interior. En la Figura 4.4(a) se muestran las tensiones en el
centro de gravedad obtenidas mediante una malla bastante grosera; nétese la
oscilacién de las tensiones alrededor de los valores exactos. (Esta oscilacién se
hace aiin més pronunciada para valores mas altos del coeficiente de Poisson,
aunque la solucién exacta es independiente del mismo). En la Figura 4.4(5)
se muestra cémo la aproximaciéon es mucho mejor si se toman los valores
medios de las tensiones en los nodos, y en la Figura 4.4(c) se consigue una
mejora ain mayor tomando los valores medios por elementos. Una muestra
de la precisién que es posible alcanzar es la proximidad a la solucién exacta
que muestran los resultados incluso cuando se usa una malla grosera. En
la Figura 4.5 se comparan con la solucién exacta los desplazamientos en los
nodos.

En la Figura 4.6 se han calculado las tensiones térmicas en la misma esfera
para la variacién estacionaria de temperatura que se muestra. Nuevamente,
queda de manifiesto la excelente precisién al comparar con la solucion exacta.
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2.0 2

Exacta
(a)
(b)
(¢)

o
1
o= |

gy

oy

-1-0

Tensiones en la seccién A-A

Eje de revolucién

(a) (b) (c)

Figura 4.4 Tensiones en una esfera sometida a presién interior. (Coeficiente de
Poisson v = 0.3): (a) malla triangular —valores en el centro de los
tridngulos. (b) malla triangular ~valores medios nodales. (c) malla
cuadrilateral obtenida tomando la media de los valores en triangulos
adyacentes.
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S Valor calculado :
> Valor exacto 5-19

Eje de revolucién

Valor calculado  6:30
Valor exacto 6:34

Figura 4.5 Desplazamientos de las superficies interior y exterior de la esfera
sometida a las cargas de la Figura 4.4.

100°)C

700
O
400
200
011 ° ° Tq’
4 A =
-200 : L 50
B 9, |
-400 | -100
'600-1 a,
) %0
) -422
(@) _— Solucién exacta (h)

A Valores medios en los tridngulos
® Valores medio en los cuadrildteros

Figura 4.6 Esfera sometida a un flujo térmico estacionario. (Temperatura interior
100°C, temperatura exterior 0° C): (a) variacién de la temperatura
y de las tensiones en una seccién radial; (b) valores medios en los
‘cuadrilateros’.
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Eje de revolucién

interior p

f
2p

L
Escala para

(a)

las tensiones
(1a flecha

indica traccién)

(a) Malla “cuadrilateral” empleada para el analisis que fue generada automaticamente por

(b) tensiones debidas a una presién interior uniforme (dibujadas de forma automética por el computador).

Figura 4.7 Vasija de presion de un reactor:

el computador.

Solucién basada en los valores medios en los cuadrilateros. {Coeficiente de Poisson v = 0.15).
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Eje de
simetria

(La linea de cero
coincide
con el contorno)

Figura 4.8 Vasija de presién de un reactor. Tensiones térmicas debidas a una
transmisién estacionaria de calor. Lineas isostaticas en 1b/pulg.’?
(Temperatura interior 400°C, temperatura exterior 0°C, a = § x
10-%/°C, E = 2,58 x 10° Ib/pulg’., v = 0.15).

4.4 Aplicaciones practicas

Se ofrecen ahora dos ejemplos de aplicacién préctica de programas
existentes para distribucién de tensiones en sélidos de revolucién.

4.4.1 Vasija de presion de un reactor de hormigén pretensado. En la
Figura 4.7 se muestra la distribucién tensional en un prototipo de vasija de
presion relativamente sencillo. Debido a la simetria, sélo se analiza la mitad
del recipiente y los resultados que se dan aqui se refieren a las componentes
de las tensiones originadas por una presién interior. Se pueden obtener
facilmente resultados similares debidos al efecto de los cables de pretensado
introduciendo las cargas nodales producidas por dichos cables.

En la Figura 4.8 se representan las lineas isostaticas debidas a
la temperatura. El estado térmico es producido por una transmisién
estacionaria de calor, y €l mismo se déterminé siguiendo el método de los
elementos finitos de la manera descrita en el Capitulo 10.
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p =162 000~ Ib
oY

E=1 ' ] 2\ .
v: =0.35 90 pies 2 E pilote= 600

—_— Y4 v pilote = 0.25

] o s
i N 2‘ Radio del
I 1 S pilote = 1.5 pies
_*_ Extremo del
pilote

E,=40
v =0.30
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—

Escala de
distancias (pies)

Subdivisién en elementos finitos

Figura 4.9 (a) Pilote en terreno estratificado. Malla irregular y datos
del problema.

4.4.2 Pilote de cimentacién. En la Figura 4.9 se representa la distribucion
de las tensiones alrededor de un pilote de cimentacién que atraviesa dos
estratos diferentes. Este problema, aunque no es homogéneo, no presenta
ninguna dificultad y se ha tratado con el programa general.

4.5 Cargas asimétricas

El método descrito en este capitulo puede ampliarse para incluir los casos
de cargas asimétricas. Si se expresa la variacién de la carga a lo largo de
la circunferencia en funcién de armoénicos circulares, seguird siendo posible
dirigir la atencién sobre una seccién axial aunque el nimero de grados de

libertad aumente ahora a tres.
Algunos detalles de este proceso de describen en las referencias 5 y 6.



90 El Método de los Elementos Finitos

AS]

——  Solucién exacta del problema de Boussinesq v

A Solucién por elementos finitos
del problema de Boussinesq

=
~ f— -52200 —

— ®— Solucién por elementos finitos
del problema del pilote

0 5 10 15 20 25 &
Escala de distancias (pies) "o«
Vi <t

1

-38 000+ |-

190 200 300

0

L
Escala de tensiones (1b/pies?)

E,

Tensiones verticales
en secciones horizontales

Figura 4.9 (b) Pilote en terreno estratificado. Gréfico de las tensiones verticales
en secciones horizontales. Gréafico también de la solucién para el
problema de Boussinesq obtenida haciendo E; = E, = pilote ¥
comparacién de ésta con los valores exactos.

4.6 Simetria de revolucién, deformacién plana y tensién plana

Hemos visto en el capitulo anterior que el analisis de la tension y
deformacién plana se hace en funcién de tres componentes de tensién y de
deformacién y, ademas, cémo ambos casos se incorporaban generalmente en
un programa tnico con un indicador para efectuar los cambios de constantes
correspondientes en la matriz D. En la deformacién plana se pierde de
vista la componente o, que ha de ser calculada separadamente. Adn mas,
hubo que emplear expresiones especiales [véase la Ec. (3.13)] para introducir
las deformaciones iniciales. Esto es un inconveniente (particularmente
cuando las leyes constitutivas no son lineales), por lo que se recomienda
encarecidamente el empleo de una forma alternativa de escribir el caso
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de deformacién plana en funcién de cuatro componentes de tensién y de
deformacién como caso particular de andlisis de revolucién.

Si examinamos la definicién de deformacién de revolucién, expresada en
la Ec. (4.5), observamos que r = oo da g9 = 0. Asi pues, se obtienen las
condiciones de deformacién plana. Si reemplazamos las coordenadas

Ty z por T e y

y cambiamos ademds en la expresion de la matriz de rigidez el volumen de
integracién

27r por 1

de la formulacién de revolucién puede obtenerse directamente la
correspondiente a la de deformacién plana.

Similarmente podemos incorporar las condiciones de tensién plana, lo
que ademés requiere la substitucién de la matriz de revelucién D por las
Ecs. (3.18) o (3.23), aumentada convenientemente con una fila y una columna
de ceros. Asi pues, con el simple coste extra de un almacenamiento podemos
incluir todos los casos considerados en un formato unico.
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Capitulo 5

ANALISIS TRIDIMENSIONAL
DE TENSIONES

5.1 Introduccidén

Habra advertido el lector que llegados a este punto no queda sino un paso
mas para aplicar el método general de los elementos finitos a los problemas
de anadlisis de tensiones en cuerpos tridimensionales. Tales problemas
abarcan evidentemente todos los casos précticos, aunque en algunos casos
puede obtenerse un “modelo” adecuado y mas econdmico utilizando distintas
aproximaciones bidimensionales.

El elemento continuo bidimensional mds sencillo es el tridngulo. Su
equivalente tridimensional es el tetraedro, que tiene cuatro nodos, uno
en cada vértice, y sobre cuya formulacién basica tratard este capitulo.
Inmediatamente nos encontramos con una dificultad no aparecida antes,
que es ordenar la numeracidon de los nodos y, de hecho, la de representar
adecuadamente un cuerpo dividido en elementos como los mencionados.

Parece que fueron Gallagher et al! y Melosh? los que inicialmente
sugirieron el uso de elementos tetraédricos sencillos. Argyris®* profundizé
mas en el tema y Rashid y Rockenhauser® han demostrado que haciendo uso
de los computadores modernos de mayor capacidad se puede emplear dicha
formulacién para resolver problemas reales.

Es obvio inmediatamente, sin embargo, que el nimero de elementos
tetraédricos que es preciso utilizar para obtener un orden de aproximacién
determinado ha de ser muy grande. En los problemas précticos, ello dara
por resultado un mimero elevado de ecuaciones simultineas que pueden
limitar gravemente la aplicacién practica del método. Mds atin, el ancho
de banda del sistema de ecuaciones resultante se hace muy grande, lo que
lleva a la necesidad de disponer de computadores de gran capacidad de
almacenamiento.

Para adquirir una idea del orden de magnitud de los problemas que
se presentan supongamos que la precisién de un tridngulo en analisis
bidimensional sea comparable a la de un tetraedro en tres dimensiones. Si
un andlisis de tensiones correcto de una regién cuadrada en dos dimensiones
requiere una malla de unos 20 x 20 = 400 nodos, el numero total de
ecuaciones simultaneas es aproximadamente 800, suponiendo dos variables
de desplazamiento por nodo. (Esta es una cifra bastante real.) El ancho de
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banda de la matriz afecta a 20 nodos (véase el Capitulo 15), o sea, unas 40
variables.

Una regién tridimensional equivalente seria la de un cubo de 20x20x20 =
8.000 nodos. El nimero total de ecuaciones simultineas seria asi de unas
24.000, ya que se han de especificar tres variables de desplazamiento. Y
mas aun, el ancho de banda relaciona ahora las interconexiones entre unos
20 x 20 = 400 nodos, o sea 1.200 variables.

Dado que con los procedimientos habituales de resolucién el esfuerzo
de cdlculo es aproximadamente proporcional al nimero de ecuaciones y
al cuadrado del ancho de banda, podrd apreciarse la magnitud de los
problemas. No es, por tanto, sorprendente que en el campo del analisis
tridimensional sé hayan realizado los mayores esfuerzos para mejorar la
precisién utilizando elementos complejos de muchos grados de libertad.f—1°
El empleo y las aplicaciones préacticas de dichos elementos se describiran
en los capitulos siguientes. Sin embargo, lo que se presenta en este
capitulo proporciona todos los ingredientes necesarios para la formulacién
de problemas de elasticidad tridimensional como continuacién directa de
los problemas analizados previamente. La ampliacién a elementos mds
elaborados se hara evidente por si sola.

5.2 Caracteristicas de los elementos tetraédricos

5.2.1 Funciones de desplazamientos. En la Figura 5.1 se representa un
elemento tetraédrico i, 7, m, p en el espacio definido por las coordenadas

z,yy z.
El desplazamiento de un punto queda definido por tres componentes u,

v y w en las direcciones de los ejes cartesianos z, y y z. Por tanto

u:{}Z} (5.1)

Aligual que en un tridngulo plano los tres valores nodales definian la variacién
lineal de una cantidad, aqui una variacién lineal vendra definida por cuatro
valores nodales. Como en el caso de la Ec. (3.3) podemos escribir, por
ejemplo, que

U= a; + az + azy + ayz (5.2)

Igualando los valores de los desplazamientos en los nodos, tenemos cuatro
ecuaciones del tipo

up = a; + apx; + azy; + ouz;, etc. (5.3)

de donde podemos calcular desde a; a ay.
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Kx

Figura 5.1 Volumen tetraédrico. (Utilizar siempre un mismo orden légico para la
numeracién; por ejemplo, comenzando en p, numerar los otros nodos
en sentido antihorario mirando desde p — pijm o mipj, etc.)

Ademis se puede escribir esta solucién de manera similar a la Ec. (3.5)
empleando el determinante, o sea

1
{(a; + bz + c;y + diz)u; + (a5 + bjz + cjy + djz)uj+

YT v (5.4)
+ (am + bz + emy + dmz)um + (ap + bpx + cpy + dpz)up}
siendo
1 = oy oz
6V = det o5 (5.5a)
1 zm Ym 2zm
1 zp yp 2

en la que observamos que el valor de V representa el volumen del tetraedro.
Desarrollando los otros determinantes por cofactores, obtendremos
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zj Y % 1 y; 2

a; =det [Tm Ym 2Zm| b= —det |1 ym zm

Zp Yo % 1 ywp 2

(5.5b)

zj 1z z;  y; 1

ci=—det [z, 1 2zpp| dij=—det [zm ym 1

zp 1 2z zp yp 1

obteniéndose el resto de las constantes mediante permutacién ciclica de los
subindices p, 1, j, m.

La ordenacién de los niimeros nodales p, t, j, m, debe seguir “la regla de la
mano derecha” como se deduce claramente de la Figura 5.1. Los tres primeros
nodos se han numerado en ésta siguiendo un orden contrario al sentido de
las agujas del reloj, mirando desde el Gltimo nodo (véase Apéndice 4).

El vector de desplazamientos del elemento viene definido como sigue por
las doce componentes de desplazamientos de los nodos

a;

e_ ) 8

a®=q . (5.6)
ap

ug
a; =4 v ;, etc.
wy

Podemos escribir el desplazamiento de un punto cualquiera asi

siendo

u = [IN;, IN;, INp, INpla® (5.7)
con funciones de forma definidas por

N; = a; + bz :Vc,y +d;z L ete. (5.8)
y siendo I una matriz unitaria 3 x 3.

De nuevo, las funciones de desplazamientos utilizadas satisfaran
obviamente las condiciones de continuidad en los contornos de separacién
entre elementos. Este hecho es consecuencia directa de la naturaleza lineal
de la varicién de los desplazamientos.

5.2.2 Matriz de deformaciones. En un analisis tridimensional completo,
el vector deformacién en un punto tiene seis componentes. La matriz de
deformaciones se puede ahora definir siguiendo la notacién general del texto
de elasticidad de Timoshenko, como
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Ou

oz

ov

€z 9y

iy o

€= ,f:y ={ 5u 0z 50  =SU (5.9)

Yyz 6—y + s
Tzz v Ow
5: "oy
dw Ou
9z T 8:

Empleando las Ec. (5.4) a (5.7) se comprueba facilmente que

e =Ba® = [B;,B;,Bn, Bpla‘ (5.10)
en la cual
[ o, -
e 0, 0
ON;
0, dy ’ 0 b, 0, O
ON; 0, ¢, O
0, 0
_ ’ az _ L 0, 07 di
Bi=lon, o |76V | by O (511)
oy’ Oz’ 0, diy ¢
0 ON; aNl d;, 0, b;
’ 8z’ 0By
v o
| 8z’ ’ oz |

obteniéndose las restantes submatrices de manera similar, permutando
simplemente los subindices. .

Las deformaciones iniciales, tales como las debidas a dilatacién térmica,
pueden escribirse de la forma habitual como vector de seis componentes que,
por ejemplo, en una dilatacién térmica isétropa serian sencillamente

aff
aff
e =4 (5.12)
0
0
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siendo a el coeficiente de dilatacién y 6° el incremento medio de temperatura
en el elemento.

5.2.3 Matriz de elasticidad. Si existe anisotropia completa, la matriz
D que relaciona las seis componentes de la tensién con las componentes
de la deformacién puede contemer 21 constantes independientes (véase la
Seccién 3.2.4).

Asi pues, en general,

a = = D(C — Eg) + o9 (513)

Aunque el cilculo no presenta en si gran dificultad cuando se trata con
estos materiales, ya que la multiplicacién nunca se efectia explicitamente, es
conveniente recoger aqui la matriz D para un material isétropo. Se puede
escribir ésta en funcién de las constantes eldsticas usuales £ (médulo de
Young) y v (coeficiente de Poisson),

1, — Y 0 0o |
T (d-v) (1;1/)’ ’ ’
B
DZM"“X simétrica ’ 1—_,2—1/— 0’ 0
(1+v)(1 - 2v) 2(1 —v)’ ’
1-2¢
2(1 -2y’
1—-2v
L 201 - 1/)_
(5.14)

5.2.4 Matrices de rigidez, de tensiones y de cargas. La matriz de rigidez
definida por la Ec. (2.10) puede ahora integrarse explicitamente, ya que las
componentes de la deformacidén y de la tension son constantes dentro de cada
elemento.

La submatriz 7j general de la matriz de rigidez serd una matriz 3 x 3
definida como:

T
K¢, = B/ DB, V* (5.15)

donde V¢ representa el volumen del tetraedro elemental.
Las fuerzas nodales debidas a las deformaciones iniciales se convierten,
similarmente a la Ec. (3.28), en
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ff = BT Deove (5.16)

teniendo una expresién similar las fuerzas debidas a las tensiones iniciales.

La similitud con las expresiones y resultados del Capitulo 3 es de hecho
tan clara que es innecesaria una formulacién mas explicita. Los pasos
necesarios para formular un programa de computador pueden repetirse sin
ninguna dificultad por el lector.

Se pueden expresar de nuevo las fuerzas madsicas en funcién de sus
componentes bz, by, bs, o en funcién del potencial de fuerzas masicas. De
nuevo se encontrara sin sorpresa que, si las fuerzas masicas son constantes,
las componentes nodales de la resultante total se distribuyen en cuatro partes
iguales [véase la Ec. (3.30)].

5.3 Elementos compuestos de ocho nodos

La divisién de un volumen en tetraedros presenta a veces dificultades
de visualizacién y podria conducir ficilmente a errores en la numeracion de
los nodos, etc., a menos que se utilice un programa totalmente automatico.
Una subdivisién mas cémoda del espacio es la de elementos paralelepipedicos
de ocho vértices (del tipo “ladrillo”). Seccionando un cuerpo tridimensional
pueden dibujarse secciones paralelas y, mediante la subdivisién de cada una
en cuadrildteros, se puede disponer de una forma sistematica para definir los
elementos como se indica en la Figura 5.2.

Dichos elementos podrian obtenerse automdticamente por ensamblaje
de varios tetraedros, dejando el proceso de creacién de éstos a un sencillo
programa légico. Por ejemplo, en la Figura 5.3 se muestra cémo puede
dividirse un tipico “ladrillo” en cinco tetraedros de dos (y solamente dos)
maneras distintas. Ademas, calculando la media de los dos tipos de

L1
|1
™~ =T T
|
4 /
~N | —
_..L P |/
L—

Figura 5.2 Divisién sistematica de un volumen tridimensional en elementos de
tipo “ladrillo”.
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(a)

(b)

Figura 5.3 Elementos compuestos de ocho nodos y su subdivisién en cinco
tetraedros mediante las alternativas (a) o (b).

Cada una

dividida asi

Figura 5.4 Divisién sistemdtica de un elemento tipo “ladrillo” de ocho vértices en
seis tetraedros.

subdivisién distintos puede obtenerse una ligera mejora en la precisién de los
resultados. Para un elemento del tipo “ladrillo”, las tensiones podrian muy
bien representarse por el valor medio del conjunto.

En la Figura 5.4 se representa una subdivisién alternativa de un “ladrillo”
en seis tetraedros. Es evidente que en este caso el numero de alternativas es
muy grande.

En capitulos posteriores se vera cédmo los “ladrillos” basicos se pueden
obtener directamente mediante funciones de forma mas complejas.

5.4 Ejemplos y observaciones finales

En las Figuras 5.5 y 5.6 se representa un ejemplo sencillo de aplicacién
de elementos tetraédricos, en el que el conocido problema de Boussinesq de
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analisis de un semiespacio eldstico con una carga puntual se enfoca estudiando
un volumen ciibico. Para reducir la envergadura del problema se hace uso
de la simetria y los desplazamientos del contorno se establecen de la forma
indicada en la Figura 5.6'!. Puesto que se impusieron desplazamientos
nulos a una distancia finita por debajo de la carga, se aplicé una correccién
obtenida de la expresidon exacta antes de dibujar los graficos que se muestran
en la Figura 5.5. Aunque la divisién sea muy grosera, se apreciard que la
comparacién de resultados tanto para tensiones como para desplazamientos
parece razonable. Sin embargo, incluso un problema trivial como éste
implica la solucién de unas 375 ecuaciones. En las referencias 5 y 11 se
exponen algunos problemas méas ambiciosos que han sido tratados con simples
tetraedros. La Figura 5.7, tomada de la primera, ilustra el andlisis de
una complicada vasija de presién. En este andlisis aparecieron unos 10.000
grados de libertad. En el Capitulo 8 se verd cémo el uso de elementos
mas complicados permite efectuar un anélisis suficientemente preciso para
un problema muy similar mediante un nimero total de grados de libertad
mucho mds pequeno.

Aunque se ha enfatizado en este capitulo la facil visualizacién de una
malla de tetraedros haciendo uso de una divisién en “ladrillos”, es posible
generar automaticamente mallas arbitrarias de tetaedros de gran complejidad

E H
=
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L |G
' e
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i /
- p my (I . j7———> v
- - T A b
~T Condiciones de contorno
~ - u=v=w=0en ABCD
B AEHD
C u=0en simetria
v = 0en AEFB

B
’x r«»‘—loﬁ——ﬁ

Figura 5.5 El problema de Boussinesq como caso de andlisis tridimensional de
tensiones.

Los atros contornos estan todos libres
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Figura 5.6 El problema de Boussinesq: (a) tensiones verticales (a.); (b) desplazamientos verticales (w).
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camente especificando la densidad de mallado y (b) interseccién de

Yy

Figura 5.8 (a) Malla de tetraedros en la regién exterior generada automati-
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con cualquier densidad deseada. Los procedimientos siguen la pauta gene-
ral de la generacién automdtica de tridngulos'?, a la que nos referimos en
el Capitulo 14 al tratar de mallas eficientes, construidas de forma adapta-
ble, pero naturalmente, la complejidad es mucho mayor en tres dimensio-
nes. Algunos detalles de tales generadores los describen Peraire et all, y
la Figura 5.8 ilustra la interseccion de una malla generada automaticamente
con el perfil de un avién. No es posible mostrar el dibujo completo de la
malla, que tiene més de 30.000 nodos. El punto importante a resaltar es que
tales mallas pueden generarse automaticamente para cualquier configuracién
que pueda ser descrita geométricamente. Aunque este ejemplo tiene que ver
con aerodindmica en vez de elasticidad, en este contexto se pueden generar
mallas similares.
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Capitulo 6

NOTACION TENSORIAL EN
LA APROXIMACION DE
PROBLEMAS DE ELASTICIDAD

6.1 Introduccién

La notacién matricial utilizada en los capitulos precedentes para la
descripcién de cantidades tensoriales tales como tensiones y deformaciones es
compacta, y creemos que facil de entender. Sin embargo, en un programa de
ordenador cada cantidad deber ser identificada mediante indices apropiados
(viz. Capitulo 15), y esta concisién tiene sus ventajas. Ademas, muchos
lectores estan acostumbrados al uso de la notacién tensorial indicial, que es
una herramienta estindar en elasticidad. Por esta razén vamos a reescribir
la formulacién de elementos finitos anterior usando dicha notacién, que es
ampliamente usada en la literatura actual de elementos finitos.

Algunas ventajas de tal reformulacién frente a la forma matricial se hacen
evidentes al considerar la evaluacién de la rigidez de medios isétropos. Aqui,
algunas operaciones de multiplicaciéon se vuelven redundantes y se pueden
escribir programas complejos de forma mas econdmica.

Si se consideran problemas de elasticidad mas complejos, con grandes
deformaciones, el uso de la notacién tensorial es casi esencial para
implementar, con relativa facilidad, los resultados de la extensa literatura
relacionada con tales problemas.

Este capitulo anade pocas novedades a las ideas sobre discretizacion, pero
repite con un lenguaje distinto resultados ya presentados.

6.2 Notacién indicial

Cuando se escriben las coordenadas cartesianas u otras cantidades
vectoriales asociadas a éstas es practico usar subindices latinos de la forma:

Tg, a=1,2,3 (6.1)

lo que equivale a (z1,z3,23) 0 (z,¥, z) segin la notacién anterior. De forma
similar, para un desplazamiento se escribe

ua, a=1,2,3 (6.2)
lo que equivale a (u;,u;,u3) o (u,v,w), usado anteriormente.
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Para evitar la confusién con las cantidades nodales a las que previamente
nos habiamos referido con subindices, simplemente cambiaremos su posicién
a supraindices. Asi,

ul tiene el mismo significado que u; (6.3)

utiizado anteriormente, etc.

Previamente se han utilizado dos subindices para referirse a un coeficiente
de rigidez, pero la submatriz K;; tenia 2 x 2 6 3 x 3 coeficientes dependiendo
de si se consideraban dos o tres componentes de desplazamiento. Ahora el
escalar

K9 ab=1,2,3 (6.4)

define completamente el coeficiente apropiado, con el término ab indicando
la posicién relativa de la submatriz (en este caso para un desplazamiento
tridimensional).
Notese que para una matriz simétrica se habia requerido previamente que
T

En notacion tensorial, la misma simetria implica que

K3 =K} (6.5b)

6.3 Derivadas y relaciones tensoriales

En la notacién tensorial la derivada de cualquier cantidad con respecto
a una coordenada z se escribe como

0
Bz =0 e (6.6)
Por tanto, el “gradiente” del vector desplazamiento se puede escribir como
Ou
Ugp = 3_:1:: a,b=1,2,3 (6.7)

y usando el concepto de que las (pequeiias) deformaciones son la parte
simétrica del gradiente del desplazamiento,}

€ab = 3(ap + Upa) = €ba a,b=1,2,3 (6.8)

1 Notese que esta definicién es algo distinta de la usada en los Capitulos 2 a 5. Aqui
£;; = 3vij cuando i # j.
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y las (pequefias) rotaciones son la parte antisimétrica del gradiente de
desplazamiento,

wap = Huap — Upa) = —Wha  0,5=1,2,3 (6.9)

Estas expresiones son andlogas a las de la Ec. (2.2). Las componentes de €4
Y wgp se pueden representar en forma matricical. Por ejemplo,

€11 €12 E&i3
Eqh = | €21 €22 €23 a,b = 1,2,3 (610)
€31 €32 €33

y de la Ec. (6.8) se deduce que esta matriz debe ser simétrica, es decir,

€12 = €21 etc. (611)

Introducimos aqui la idea de transformacién de coordenadas al escribir

3
= Agmpzy d,b=1,23 (6.12)
b=1

donde z), es un nuevo conjunto de coordenadas cartesianas y

Agtp = cos(a:;,, zp) (6.13)

define los cosenos directores de los ejes de forma similar a la Ec. (1.25).

La notacién de una suma [ej., ver Ec. (6.12)] se usa a menudo, y se emplea
el criterio de que los indices repetidos dentro de cualquier término implican
una suma sobre el rango de los indices. Por tanto, en vez de la Ec. (6.12) se
puede escribir simplemente

Z = AgrpTh d,b=1,2,3 (6.14)
para expresar
Z = AgnTi + AgipTa + Agszs a' =1,2,3 (6.15)

En la Ec. (6.14) a se denomina “indice libre” mientras que a b se le llama
“indice mudo”, puesto que puede ser reemplazado por cualquier indice no
libre sin que varie el significado del término. El criterio de suma se usa en
lo que resta del capitulo y el lector deberia asegurarse de que comprende
totalmente este concepto antes de proseguir.

Usando el concepto de cosenos directores y la transformacién de
coordenadas de la Ec. (6.14) se tiene, de forma similar,

uly=Agpup  a,b=1,2,3 (6.16)
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Tras algunas operaciones y utilizando la definicién (6.8) se obtiene

E:z’b’ = NalcEcdNb'd a',b', c,d=1,2,3 (6.17)

Las variables que se transforman segtn la Ec. (6.16) se llaman tensores
cartesianos de primer orden, mientras que aquellas que se transforman segin
la Ec. (6.17) se denominan tensores cartesianos de segundo orden. Por tanto,
el uso de la notacién indicial en el contexto de coordenadas cartesianas
rectangulares lleva de forma natural a que cada variable de mecanica
estructural esté definida por un tensor cartesiano del rango apropiado.

Los elementos de la tensién se pueden escribir como o4, con a,b =1,2,3
y expresados como una matriz como se hizo en la Ec. (6.10) para las
deformaciones.

De esta forma,

011 012 013
Tah = 021 032 023 a,b:1,2,3 (618)

g31 032 033

Los elementos de la tensién también se transforman como un tensor
cartesiano de segundo orden. La simetria de tensor de tensiones se puede
probar sumando momentos (momento angular) respecto de cada uno de los
ejes coordenados, y se obtiene

Tah = Opa a,b=1,2,3 (6.19)

Si se introduce un vector de fuerzas de volumen

bo = (bi,baybs)  a=1,2,3 (6.20)

se pueden escribir las ecuaciones de equilibrio (equilibrio de momento lineal)
para un elemento de volumen unitario como

Opap tba=0 @ab=1,2,3 (6.21)
donde los indices repetidos indican suma sobre el rango del indice; esto es.

3
Oba,b = E Oba,b = 91a,l1 + 02q,2 + 034a,3 (6'22)
b=1

Nétese que el indice libre a debe aparecer en cada término de la ecuacién
para que ésta tenga sentido.

Como otro ejemplo del criterio de suma considérese un término o4p€pq,
que tiene unidades de trabajo por unidad de volumen. Este término implica
una doble suma; por tanto, sumando primero en a se tiene
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TabEab = T1bE1b T T25€25 + O34E3D (6.23)

y luego sumando en b se tiene

Oab€ab = 011611+ 012612+ 013613+ 021621+ 011611+ 0236231031631 +032632+ 033633
(6.24)

También se pueden usar las condiciones de simetria en o, y €4 para reducir
los nueve términos a seis. De esta forma,

OabEab = 11611 + 022622 + 033€33 + 2(012€12 + 023€23 + 031€31) (6.25)

Haciendo un desarrollo similar se puede mostrar el significado de la expresién

oapwab =0 a,b6=1,2,3 (6.26)

6.4 Materiales elasticos y discretizacién por elementos finitos

Para un material eldstico la relacién lineal mas general que se puede
escribir entre tensiones y deformaciones es

Tab = Dabcd(ecd - 6‘gd) + agb (6'27)

La ecuacién (6.27) es la equivalente a la Ec. (2.5) pero escrita ahora
en notacién tensorial. Nétese que los mddulos eldsticos que aparecen en
la Ec. (6.27) llevan cuatro subindices. Al escribir la ecuacién constitutiva
respecto al sistema de ccordenadas zl, y usando la transformacién de
tensiones y deformaciones se puede establecer que los médulos elasticos son
elementos de un tensor cartesiano de cuarto orden. Este se transforma segiin

'
Do protg = /\ale/\blf/\clgAdlhDefgh (6.28)

Los médulos elasticos de un material elastico lineal isétropo se pueden escribir
como

Dabed = babbea + (8acbhd + badbbc )1 (6.29)
donde X, i son las constantes de Lamé y 8, es la delta de Kronecker, definida

como

1 =b
bap = {0 ?1# b (6.30)

Un material isétropo lineal estd, por tanto, caracterizado por dos constantes
elasticas independientes. En vez de las constantes de Lamé se pueden usar
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el médulo de Young, E, y el coeficiente de Poisson, v, para caracterizar al
material. Las constantes de Lamé se pueden relacionar con el médulo de
Young y el coeficiente de Poisson de la forma

___E
F=21+v)
y (6.31)
vE

A= T o=

Si se introduce ahora la aproximacién de los desplazamientos tipica de
elementos finitos dada por la Ec. (2.1), se puede escribir para un elemento
aislado, y utilizando notacién indicial

ug R g =N, a=1,2,3; i=12,.,n (6.32)

donde n es el nimero total de nodos en el elemento. La deformacién
aproximada de cada elemento estd dada por la definicién de la Ec. (6.8)
como

éap = A[Npub + No@l]  6,b=1,2,3;i=1,2,---,n (6.33)
El trabajo virtual interno de un elemento viene dado por
sul = / Seopoay dV (6.34)
Ve

Utilizando las Ecs. (6.33) y (6.24) y usando las simetrias de D, 4 se puede
escribir el trabajo virtual interno de un material eldstico lineal como

sUT = sul ( / NiDgy aN’, dV) @l — §a} / Ni(Dgpeaely — %) dV
Ve ’ ? Ve [
(6.35)

reescribiendo los términos obtenidos en el Capitulo 2 en notacién tensorial.
El “tensor” de rigidez esta ahora definido como

9= /V ) N4 DgpegN%y dV (6.36)

Cuando las propiedades eldsticas son constantes sobre el elemento se puede
separar la integracién de las propiedades de los materiales definiendo

W= /V . NN’ av (6.37)
y entonces, haciendo las sumas con los médulos del material

K& = WiDapea
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En el caso de isotropia se obtiene un resultado particularmente simple,
K& = W + pWE + 8ac(W,))]

Esto permite llevar a cabo la integracién usando menos operaciones
aritméticas que cuando se usa la forma matricial.
Las ecuaciones finales del sistema se escriben como

Kiul—fi=0 (6.38)
y en esta forma “escalar” se identifica ficilmente cada coeficiente. El lector
puede, como ejercicio sencillo, completar la derivacién de los términos de

fuerza debidos a la deformacién inicial €7, a las fuerzas de volumen b y las

fuerzas de superficie.
La notacién tensorial es 1til a veces para clarificar los términos

individuales, y esta introduccién puede ser de ayuda para la lectura de cierta
literatura actual.



Capitulo 7

FUNCIONES DE FORMA PARA
ELEMENTOS “ESTANDAR” Y
“«JERARQUICOS”: ALGUNAS FAMILIAS
GENERALES DE CONTINUIDAD ¢,

7.1 Introduccién

En los Capitulos 3, 4 y 5 anteriores se mostré al lector con algin
detalle cémo pueden formularse y resolverse problemas de elasticidad lineal
utilizando elementos finitos de formas muy simples. Aunque los célculos
se referian sélo a funciones de forma relativas a formas triangulares y
tetraédricas, debe ser evidente en el punto en que nos encontramos que muy
bien podrian haberse utilizado elementos de formas distintas. Ademas, una
vez determinado el elemento y las funciones de forma correspondientes, las
operaciones subsiguientes siguen una pauta general ya establecida, por lo
que podrian encomendarse a un experto en algebra no familiarizado con los
aspectos fisicos del problema. Se vera mas adelante que en realidad es posible
programar un computador para que procese una gran variedad de problemas
especificando solamente las funciones de forma. La eleccién de éstas es, sin
embargo, un punto en que se ha de aplicar el ingenio y en el que el factor
humano es primordial. En este capitulo se presentan algunas reglas para
generar distintas familias de elementos uni, bi y tridimensionales.

En los problemas de elasticidad expuestos en los Capitulos 3, 4 y 5,
la variable desplazamiento era un vector de dos o tres componentes y las
funciones de forma se escribieron en forma matricial. Sin embargo, se
dedujeron separadamente para cada componente y en realidad las expresiones
matriciales se obtuvieron multiplicando una funcién escalar por una matriz
unidad [ver, por ejemplo, las Ecs. (3.7), (4.3} y (5.7)]. En este capitulo nos
concentraremos por tanto en las formas escalares de las funciones de forma,
omitiendo el indice prima y designandola simplemente N;.

Las funciones de forma utilizadas al formular los problemas de elasticidad
por el método de los desplazamientos tenfan que satisfacer los criterios de
convergencia del Capitulo 2:

a) las incégnitas han de presentar continuidad entre elementos (o sea, no
se requiere la continuidad de las derivadas primeras), o en terminologia
matemadtica, continuidad Cy;

b) la funcién ha de permitir la representaciéon de cualquier forma lineal, de
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FUNCIONES DE FORMA 17

manera que se satisfaga el criterio de deformacién constante (primera
derivada constante).

Las funciones de forma que se describen en este capitulo sélo exigiran
la satisfaccién de estos dos criterios. Seran, por tanto, aplicables a todos
los problemas de los capitulos precedentes y también a otros problemas que
solo requieran el cumplimiento de estas dos condiciones. Por ejemplo, las
expresiones que se determinen aqui son validas para todos los problemas del
Capitulo 10. Son ademas aplicables a cualquier situacién donde el funcional
II (ver Capitulo 9) esté definido solamente por derivadas de primer orden.

Las familias de elementos analizados presentardn progresivamente mayor
numero de grados de libertad. Podria muy bien plantearse la pregunta de si
se obtiene ventaja econémica o de otra indole al incrementar de esa manera
la complejidad de un elemento. La respuesta no es aqui ficil, aunque pueda
afirmarse como regla general que para una precisién dada, puede reducirse
el nimero total de incégnitas de un problema aumentando el orden de un
elemento. La economia requiere, sin embargo, la reduccién de cédlculo y de
esfuerzo de preparacién de datos, y esto no se cumple automdticamente para
un numero total de variables pequeno ya que, aunque el tiempo necesario
para resolver las ecuaciones pueda reducirse, aumenta el tiempo requerido
para formular el elemento.

Una notoria ventaja econémica para el caso de analisis tridimensional fue
ya apuntada en el Capitulo 5.

Ventajas de la misma categoria aparecen ocasionalmente en otros
problemas, pero en general el elemento 6ptimo debe determinarse para cada
caso particular.

En la Seccién 2.6 del Capitulo 2 hemos demostrado que el orden de error
en la- aproximacién es O(hP11), donde h es el “tamaiio” del elemento y p el
grado de polinomio completo que aparece en el desarrollo. Evidentemente, al
aumentar el grado de las funciones de forma, aumentara también el exponente
P ¥y la convergencia hacia la solucién exacta se hace mas rapida. Mientras
que esto nada dice acerca de la magnitud del error para una subdivisién
particular, es evidente que deben buscarse funciones de forma que contengan
el polinomio completo de mayor grado posible para un nimero de grados de
libertad dado.

7.2 Conceptos de elementos estindar y jerarquico

La esencia del método de los elementos finitos, ya presentada en el
Capitulo 2, consiste en aproximar la incégnita (desplazamiento) mediante
un desarrollo dado por la Ec.c (2.1). Para una variable escalar u esto se
puede escribir como

n
umndi=) =Nga=Na (7.1)

i=1

donde a; son los pardmietros incégnita que deben determinarse.
Hemos escogido explicitamente identificar tales variables con los valores
de funcién incégnita en los nodos del elemento, haciendo

u; = a; (7.2)

Nos referiremos a las funciones de forma asi definidas como “estandar”,
ya que son la base de la mayoria de los programas de elementos finitos.
Si se usan desarrollos polinémicos y el elemento satisface el Criterio 1 del
Capitulo 2 (que implica que los movimientos de sélido rigido no provoquen
deformacién), es claro que un valor constante de a; especificado para todos
los nodos debe resultar en un valor constante de u:

i = u; = constante (7.3)

De la Ec. (7.1) se sigue que
n
> N=1 (7.4)
i=1

en todos los puntos del dominio. La primera parte de este capitulo tratara
de tales funciones de forma estdindar.

Las funciones de forma “estandar” tienen una seria desventaja: cuando se
hace un refinamiento de elementos se tienen que generar funciones de forma
totalmente nuevas, y por tanto rehacer todos los cédlculos. Seria ventajoso
evitar esta dificultad considerando la expresién (7.1) como una serie en la
que la funcién de forma N; no depende del niimero de nodos de la malla n.
Esto se consigue con las funciones de forma jerdrquicas, a las que se dedica
la segunda parte de este capitulo.

El concepto jerarquico queda bien ilustrado en el problema
unidimensional (barra eléstica) de la Figura 7.1. Se tomaron por simplicidad
propiedades elasticas constantes (D = E) y las fuerzas masicas b varian
de tal forma que se obtiene la solucién exacta mostrada en la figura (con
desplazamiento nulo en ambos extremos).

Se muestran dos mallas y se supone interpolacién lineal entre nodos.
Tanto para la forma esténdar como para la jerarquica, la malla grosera da

chla‘l: =fi (7.5)

En la malla fina se afiaden dos nodos adicionales, y con las funciones de
forma estandar las ecuaciones a resolver son

F F F
KZI K22 K23

K,";Kl‘;o{
0 K& K&

z;} _l4 (16)
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(b) Aproximacién jerdrquica

Figura 7.1 Un problema unidimensional de deformacién de una barra eldstica
uniforme mediante fuerzas masicas prescritas.

De esta forma han aparecido automaticamente matrices nulas debido a
la interconexion entre elementos, que aqui es obvia. Notemos que, dado que
todos los coeficientes han variado, las nuevas ecuaciones deben ser resueltas.
[La Ec. (2.13) muestra como se calculan estos coeficientes, y se anima al
lector a calcularlos en detalle.]

"Con la forma “jerarquica”, y utilizando las funciones de forma que se
muestran en la figura, aparece un sistema de ecuaciones parecido y se consigue
una aproximacién idéntica (dada simplemente por una serie de segmentos
rectilineos). La solucién final es idéntica, pero el significado de los parametros
a; = af es ahora distinto, tal como se muestra en la Figura 7.1.
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De forma general,
Kf = K3, (7.7)

ya que se ha usado la misma funcién de forma para la primera variable.
Ademads, en este caso particular los coeficientes de fuera de la diagonal son
cero y las ecuaciones finales para la malla fina son:

K& 000

a; h

0 KL o at vy =<1 (7.8)
*

0 o0 KL% s

La “diagonalidad” de este sistema sélo se presenta para problemas
undimensionales, pero se encuentra, en general, que las matrices obtenidas
utilizando funciones de forma jerarquicas son casi diagonales y esto implica
un mejor condicionamiento que en aquéllas en que se usan funciones de forma
estandar.

Ahora las variables no tienen interpretacién obvia como valores locales
de los desplazamientos, pero pueden ser ficilmente transformados a éstos
si se desea. Aunque no es usual utilizar funciones jerdrquicas en elementos
lineales su obtencién en forma polindomica es sencilla y muy ventajosa.

En el Capitulo 14 se discuten mas ventajas de esta forma de
aproximacion.

El lector debe notar que con la forma jerarquica es conveniente considerar
la malla fina como una mejora de la malla original, anadiendo funciones
adicionales de refinamiento.

Las formas jerarquicas proporcionan una conexion con otras soluciones
aproximadas por series. Muchos problemas resueltos en la bibliografia cldsica
mediante desarrollo en series trigonométricas de Fourier son, de hecho, casos
particulares de este procedimiento.

Parte 1 Funciones de forma “estandar”

ELEMENTOS BIDIMENSIONALES

7.3 Elementos rectangulares. Algunas consideraciones
preliminares

Conceptualmente {en especial si el lector esta condicionado por su
educacién a pensar en el sistema de coordenadas cartesianas), la forma de
elemento mas sencilla es la de un rectdngulo de lados paralelos a los ejes z
e y. Consideremos, por ejemplo, un rectangulo como el representado en la
Figura 7.2 con puntos nodales numerados de 1 a 8 en las posiciones indicadas,
y en donde los valores de la funcién incégnita u (representando aqui, por
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Figura 7.2 Elemento rectangular.

ejemplo, una de las componentes del desplazamiento) forman los parametros
del elemento. ; Cémo pueden determinarse funciones de forma adecuadas
para este elemento?

Supongamos en primer lugar que u se exprese como forma polinémica
en ¢ e y. Para asegurar la continuidad de u entre elementos a lo largo de
los lados superior e inferior, la variacién debe ser lineal. Los elementos que
estén en contacto con el lado superior o inferior tendran dos puntos comunes
con dichos lados, y puesto que dos valores determinan una funcién lineal de
manera unica, queda asegurado que a lo largo de dichos lados las funciones
correspondientes a elementos continuos seran iguales. Este razonamiento ya
se siguié con anterioridad al especificar funciones lineales para el triangulo.

Similarmente, si suponemos que a lo largo de los lados verticales la
variacion es cubica, aseguramos la continuidad en los mismos, puesto que
cuatro valores determinan un polinomio de tercer grado de manera tinica. Se
han obtenido, pues, las condiciones para que se satisfaga el primer criterio.

Para asegurar la existencia de valores arbitrarios de las derivadas
primeras basta con que se conserven todos los términos lineales del desarrollo.

finaimente, puesto que [a variacién de la tuncién ha de venit determinada
univocamente por ocho puntos, sélo pueden retenerse ocho coeficientes del
desarrollo y, por consiguiente, podemos escribir

u = a; + az + azy + a4y + a5y2 + a.;:z:y2 + a7y3 + aszys (7.9)

Generalmente, se puede llevar a cabo la eleccién de forma univoca reteniendo
los términos del desarrollo del menor grado posible, aunque evidentemente
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en este caso no se presenta dicha situacién.t El lector comprobara facilmente
que ya se han satisfecho todas las condiciones.

Sustituyendo las coordenadas de los distintos nodos se obtendrd un
sistema de ecuaciones simultineas.

Este puede escribirse de la misma forma que en el caso del tridngulo en
la expresién (3.4)

| _ [venmmedasddasd | ] (7.10)
g | Leeeeriiiiiiiii | as.
o simplemente como
u® = Ca (7.11)
Formalmente,
a=Clu* (7.12)
y podriamos escribir la Ec. (7.9) como
u=Pa=PC lu° (7.13)
en la cual
P =(l,z,y,2y,9",29",9",29°] (7.14)

Asi pues, las funciones de forma del elemento definidas por
u = Nu® = [N, Ny,..., NgJu® (7.15)
se pueden determinar a partir de
N=PC™! (7.16)

Este procedimiento, muy utilizado en la prictica ya que no implica mucha
ingeniosidad, presenta, sin embargo, algunas desventajas considerables. A
veces puede que no exista la inversa de C'? y siempre se encuentra
considerable dificultad algebraica en la obtencién de una inversa adecuada,
en términos generales, a todas las geometrias del elemento. Vale la pena,
por tanto, considerar la posibilidad de escribir directamente las funciones

{ Si s retiene un término de mayor grado del desarrollo ignorando uno de menor grado,
la aproximacién serd generalmente mis pobre, aunque se mantendra la convergencia,’
siempre que se incluyan los términos lineales.
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Figura 7.3 Funciones de forma para los elementos de la Figura 7.2.

de forma N,(z,y). Antes de ello, hemos de mencionar algunas propiedades
generales de estas funciones.

Examinando la definicién expresada en la Ec. (7.15), observamos en
seguida algunas caracteristicas importantes. Pruneramente, puesto que esta
expresion es vélida para todas las componentes de u€, sera

N; =1

en el nodo 7, y nula en todos los demdas nodos. Mdas adn, debe conservarse la
forma basica de la variacién a lo largo del contorno definida por razones de
continuidad (como en el ejemplo anterior, en que era lineal en z y cibica en
y). En la Figura 7.3 se representan isométricamente las funciones de forma
de dos nodos tipicos de elementos como los considerados. Es evidente que
éstas podian haberse escrito directamente como producto de una funcién
lineal en & por una de tercer grado en y adecuadas. No siempre es tan facil
como en este caso encontrar una solucién, pero se recomienda, siempre que
sea posible, tratar de deducir directamente las funciones de forma.

Serd conveniente para los razonamientos que siguen, utilizar coordenadas
normalizadas. En la Figura 7.4 se muestran dichas coordenadas normalizadas
elegidas de manera que en los lados del rectangulo toman los valores + 1:

E=(x—2c)/a d¢ =dz/a

n=(y-u)/b  dy=dy/b (7.17)
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Ve n=

Figura 7.4 Coordenadas normalizadas para un rectangulo.

Una vez conocidas las funciones de forma en coordenadas normalizadas es
muy sencillo efectuar el cambio a coordenadas globales, asi como transformar
las distintas expresiones que aparecen, por ejemplo, en la deduccién de la
matriz de rigidez.

7.4 Polinomios completos

La funcién de forma deducida en la seccién anterior presenta una forma
relativamente particular [véase la Ec. (7.9)]. Sélo permite variacién lineal

/\/\/\/\/\

——X __________________________

/N /N /N /N /\/\

Figura 7.5 Tridngulo de Pascal (se ha sombreado el desarrollo cibico -
10 términos).
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segun la coordenada z, mientras que para y se tiene una forma de tercer grado
completa. El polinomio completo contenido es, por tanto, de primer grado
y en general siempre se obtendra el orden de convergencia correspondiente
a una variacién lineal aunque se incrementaria el nimero total de variables.
Solamente en los casos donde la variacién lineal en z se acerque muchisimo a
la solucién exacta se dard un orden de convergencia més elevado, y por esta
razon los elementos con tales direcciones “preferentes” deben restringirse a
casos particulares, como vigas o bandas estrechas. En general, buscaremos
funciones que posean el polinomio completo de mayor grado para un nimero
de grados de libertad minimo. En este contexto es 1til recordar el tridngulo
de Pascal (Figura 7.5), del cual pueden deducirse facilmente el nimero de
términos que aparecen en un polinomio de dos variables z e y. Por ejemplo,
un polinomio de primer grado requiere tres términos, uno de segundo grado
seis términos, de tercer grado diez términos, etc.

7.5 Elementos rectangulares. Familia de Lagrange®®

Se puede obtener un método fdcil y sistemdtico para engendrar funciones
de forma de cualquier grado mediante el simple producto de los polinomios
apropiados en las dos coordenadas. Consideremos un elemento como el
mostrado en la Figura 7.6 en el que se disponen una serie de nodos, exteriores
e interiores, formando una malla regular. Se desea determinar una funcién de
forma para el punto indicado por el circulo mas grande. Evidentemente, el
producto de un polinomio de quinto grado en {, que tome el valor unidad en
los puntos de la segunda columna de nodos y cero en todos los demas, por un
polinomio de cuarto grado en 7, que tome el valor unidad en la coordenada
que corresponde a la fila de nodos superior y cero en todos los demds puntos,
satisfard las condiciones de continuidad entre elementos y dard la unidad en
el punto nodal en cuestién.

Los polinomios de una variable que presentan esta propiedad se conocen
como polinomios de Lagrange y pueden escribirse directamente como sigue

(€= E)(E = ) (€ = Ept)(€ = prr) - (€ = £n)
O = Tl ) (6 ) o) (G ) ()

dando la unidad en {; y pasando por n puntos.
Por tanto, si en dos dimensiones distinguimos cada nodo por su columna
y su niimero nodal I, J, tenemos

N; = Npp =1(&IT(n) (7.19)

donde n y m representan el niimero de subdivisiones en cada direccién.

En la Figura 7.7 se muestran algunos miembros de esta ilimitada
familia. Aunque fécil de generar, su utilidad es limitada, no sélo debido al
gran numero de nodos interiores que presenta, sino también a las escasas
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Figura 7.6 Funcién de forma tipica de un elemento lagrangiano.

R

(c)

Figura 7.7 Tres elementos de la familia de Lagrange: (a) lineal, (b) cuadrético, y
(¢) cibico.




126 El Método de los Elementos Finitos

x5 xz,,z b
/ /\/\/\ \
x3y2 X2y3

/ NN N\
x7y

Flgura 7.8 Términos generales por un desarrollo de Lagrange de grado 3 x 3
(o m x n). Polinomios completos de grado 3 (o n).

condiciones para ajuste de curvas que ofrecen los polinomios de grados
elevados. Se advertira gue las expresiones de Jas funciones de forma contienen
algunos términos de grado muy elevado, mientras que se prescinde de algunos
términos de grados inferiores.

Corroborando lo anterior, si examinamos los términos polinémicos
presentes en una situacién en la que n = m, advertimos en la Figura 7.8,
basada en el tridngulo de Pascal, que interviene un nimero muy grande
de términos polinémicos ezcesivos respecto a los que se precisan para un
desarrollo completo. Sin embargo, esta familia presenta algunas ventajas
cuando se plantea la transformacién de las funciones de forma (Capitulo 8).

/ry= +1

{a) \\ = -1 (b)

() (d)

Figura 7.9 Rectangulos de la familia (“serendipita”) de nodos en el contorno:
(a) lineal, (b) cuadrético, (¢) ciibico y (d) cuartico.
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7.6 Elementos rectangulares. Familia “serendipita”®*

Es con frecuencia muy conveniente hacer que las funciones dependan de
valores nodales situados en el contorno. Consideremos, por ejemplo, los tres
primeros elementos de la Figura 7.9. En cada uno, el nimero de nodos
aumenta gradualmente y hay el mismo niimero de nodos en cada lado. Para
asegurar la continuidad, la variacién de la funcién en cada lado es lineal,
parabélica y ciibica, respectivamente, segin el nimero creciente de nodos de
uno a otro elemento.

Para obtener la funcién de forma del primer elemento es evidente que un
producto de la forma

HIERICRSY (7.20)

toma el valor uno en el nodo superior derecho, donde £ = 7 = 1, y cero en
todos los demds. Ademaés, la funcién de forma varia linealmene en todos los
lados, y por tanto se satisface el criterio de continuidad. Este elemento es
idéntico al lagrangiano con n = 1.

Introduciendo las nuevas variables,

bo=¢ mo=mnm (7.21)
la expresion
1 €
Ni = 71+ &)(1 + m0) (7.22)
permite escribir todas las funciones de forma de manera compacta.
Como una combinacién lineal de estas funciones de forma proporciona
cualquier variacién lineal arbitraria de u, el segundo criterio de convergencia
queda satisfecho.

El lector puede verificar que las siguientes funciones satisfacen todos los
criterios necesarios para los miembros de segundo y tercer orden de familia.

Elemento “cuadrdtico”
Nodos de vértice:

1
Ni = 7(1+ &)1+ n0)(éo + 7m0 — 1) (7.23)
Nodos laterales:

E=0  Ni= (1-€)(1+m)

7,=0 N;= %(1 +&)(1 —n?)

Elemento “cibico”
Nodos de vértice:

Ni = (14 &0)(1+70)[-10+ 9(E + )] (7.24)
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Nodos laterales:

1

o 3
Ni= 1 +&)(1 - 7°)(1 + 9m0)

& ==1 y 7=+

obteniéndose las expresiones para los nodos restantes permutando las
variables.

En el miembro siguiente de esta familia,® de cuarto orden, se ha afiadido
un nodo central de manera que se obtengan todos los términos de un
polinomio completo de cuarto grado. Este nodo central introduce una funcién
de forma (1 — ¢?) (1 — 5?), que toma el valor cero en todos los contornos
exteriores.

Las funciones anteriores fueron deducidas originalmente por mera
observacién, y su extensién a miembros de orden atn mas elevado es dificil
y requiere cierto ingenio. Fue, por tanto, apropiado llamar a esta familia
“serendipita” por referencia al famoso Principe de Serendip, célebre por sus
descubrimientos fortuitos (Horacio Walpole, 1754).

Ny=N;- + N, -+ N,
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Puede establecerse, sin embargo, un procedimiento bastante sistematico
para generar funciones de forma serendipitas, el cual resulta evidente en la
Figura 7.10, donde se presenta la generacién de una funcién de forma de
segundo grado.”™®

Para empezar, observamos que para los nodos laterales basta con una
interpolacién lagrangiana del tipo lineal x 2° grado para determinar N; en
los nodos 5 a 8. N5 y Ng se representan en la Figura 7.10 (a) y (b). Para
un nodo de vértice, como el de la Figura 7.10 (c), comenzamos con una N,
bilineal y advertimos inmediatamente que mientras Nl =1lenelnodol,es
distinta de cero en los nodos 5 u 8 (paso 1). Sustrayendo sucesivamente %Ns
(paso 2) y %Ns (paso 3), aseguramos que se obtiene un valor nulo en dichos
nodos. El lector puede verificar que las expresiones obtenidas coinciden con
las Ecs. (7.23) y (7.24).

Ciertamente, deberia ahora resultar evidente que para todos los
elementos de orden mds elevado, se pueden generar, siguiendo un proceso
idéntico, funciones de forma para nodos laterales y de vértice. Para

Nl-ﬁl—%N5-§N6

Figura 7.11 Funciones de forma para un elemento “serendipito” de transicién

cubico/lineal.
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-/ \ / \ / \ /
IN/N/
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Figura 7.12 Términos generados por funciones de forma de borde en los elementos
serendipitos (3 X 3 y m x m).

las primeras basta con una simple multiplicacién de dos interpolaciones
lagrangianas de grados m y 1. Para las segundas es necesaria una
combinacién de funciones bilineales de vértice, junto con las fracciones
apropiadas de las funciones de forma de los nodos laterales, para asegurar
valores nulos en los nodos correspondientes.

Siguiendo un algoritmo sistematico es, por supuesto, bastante fécil
generar funciones de forma para elementos con diferente nimero de nodos
en cada lado. Estos elementos son muy apropiados cuando se desea obtener
una transiciéon entre elementos de diferente orden, lo que permite estudiar
grados de precision diferentes en distintas secciones de un problema de
grandes dimensiones. En la Figura 7.11 se representan las funciones de forma
necesarias para una transicién ciibico/lineal. El empleo de tales elementos
mixtos se introdujo originalmente segin la referencia 9, pero la formulacién
mas sencilla utilizada aqui corresponde a la referencia 7.

Disponiendo ya de un ptqcedimiento para generar las funciones de
forma adecuadas a esta clase de elementos, es evidente de inmediato que
se necesitaran ahora menos grados de libertad para un polinomio completo

dado. KEn la Figura 7712 se muestra este hecho para un elémento cibico,
donde sélo aparecen dos términos adicionales (comparados con los seis que
aparecian en un elemento lagrangiano del mismo grado).

Se aprecia de inmediato, sin embargo, que las funciones generadas sélo
por nodos laterales no generaran polinomios completos de grado superior a
tres. Para grados mas elevados sera necesario complementar el polinomio con
nodos interiores (tal como se hizo con el elemento cudrtico de la Figura 7.9), o
mediante el empleo de variables “anodales” (que se examinaran en la seccién
siguiente) que contengan los términos polinémicos apropiados.
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7.7 Eliminacién de variables internas antes del ensamblaje.
Subestructuras

Los nodos interiores proporcionan las propiedades del elemento de la
manera habitual (Capitulo 2)

He
9 =K¢a® + f* (7.25)

Oa®
Como a® se puede subdividir en dos partes, una comun a otros elementos, a°,
y la otra que aparece sélo en el propio elemento, &°, podemos pues escribir
inmediatamente

o om°
ga°  oa

y eliminar @° del resto de las operaciones. Escribiendo (7.25) en forma
explicita, tenemos

on 7€ 5 e Ol
olIe e K K| (z® f
A R D {:e}+{=e} = o | (726)
= KT K| °® f 0
a

Del segundo sistema de ecuaciones anterior podemos escribir

= _(K) W& T=+ 1) (7.27)
que, tras sustituir, da
(4
‘de — K*est 4 (7.28)

en la cual
K*e K KE(K ) IKCT

7.29
£ =, - KK ) 'f (729)

Se puede ensamblar a continuacién toda la regién, considerando
solamente las variables del contorno de los elementos, obteniendo asi una
economia considerable en el proceso de resolucién de las ecuaciones a
expensas de unas cuantas manipulaciones adicionales realizadas a nivel del
elemento.

Quizés sea deseable una interpretacién estructural de esta eliminacién.
Lo que de hecho est4 implicado es la separacién de una parte de la estructura
del todo que la rodea y la determinacién de su solucién separadamente para
cualesquiera desplazamientos impuestos en los contornos de interconexién.
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Figura 7.13 Subestructura de un elemento complejo.

AN

K*¢ es ahora simplemente la matriz de rigidez global de la estructura
separada y f*¢ el sistema equivalente de fuerzas nodales.

Si se interpreta la triangulacién de la Figura 7.13 como un ensamblaje
de barras articuladas, el lector reconocera en seguida el conocido artificio de
“subestructuraciéon” utilizado con frecuencia en el andlisis de estructuras.

En realidad, dicha subestructura es simplemente un elemento complejo
del cual se han eliminado los grados de libertad interiores.

Se presenta inmediatamente una nueva posibilidad para generar
elementos mas elaborados y presumiblemente mas precisos.

Interpretemos la Figura 7.13(a) como un continuo subdividido en
elementos triangulares. La subestructura resulta ser realmente un elemento
complejo, con un cierto nimero de nodos en el contorno que se muestra en
la Figura 7.13(b).

La tnica diferencia con los elementos establecidos en la seccién anterior
es el hecho de que la incégnita u no estd ahora aproximada internamente
por un sistema de funciones de forma continuas, sino por una serie de
aproximaciones discretas. Esto, presumiblemente, dard por resultado una
aproximacién ligeramente mas pobre, pero puede representar una ventaja
econémica si se reduce el tiempo total de cdlculo para tal ensamblaje.

El uso de subestructuras es un artificio importante en problemas
complejos, especialmente cuando aparece repeticidon de componentes
complicados.

Figura 7.14 Cuadrilatero formado por cuatro tridngulos sencillos.
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En el anilisis simple de elementos finitos a pequeiia escala se encontré
que el empleo de elementos triangulares sencillos se mejoraba al utilizar
subensamblajes simples de tridngulos (o, por supuesto, de tetraedros). Por
ejemplo, se encontré que un cuadrilitero formado por cuatro tridngulos
y con la eliminacién del nodo central proporciona una ventaja econémica
sobre el empleo directo de tridngulos simples (Figura 7.14). Este y otros
subensamblajes basados en tridngulos han sido estudiados con detalle por
Doherty et al. 1°

7.8 Familia de elementos triangulares

La ventaja de emplear una forma triangular arbitraria para aproximar
cualquier contorno ha sido puesta de manifiesto ampliamente en capitulos
anteriores. Su evidente superioridad sobre formas rectangulares no necesita
de mdas consideraciones. El tema de la generacién de elementos mas
elaborados necesita de un desarrollo mas amplio.

3

(a)

()

Figura 7.15 Elementos de la familia del tridngulo: (a) lineal, (b) cuadratico y
(¢) clibico.

Consideremos una serie de tridngulos engendrados de la manera que se
indica en la Figura 7.15. El niimero de nodos de cada miembro de la familia
es ahora tal que asegura un polinomio completo del grado necesario para la
compatibilidad entre elementos. Esto se deduce mediante la comparacién con
el tridngulo de Pascal de la Figura 7.5, en donde se ve que el nimero de nodos
coincide exactamente con el nimero de términos polinémicos requerido. Esta
caracteristica especial coloca a la familia del tridngulo en una posiciéon de
particular privilegio, en la que siempre existirdn las inversas de las matrices
C de la Ec. (7.11)%. Sin embargo, vuelve a ser preferible la generacién directa
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(x, 1) (x; ¥,)

Figura 7.16 Coordenadas de érea.

de las funciones de forma, y ademas se demostrara que resulta especialmente
fécil.

Antes de proseguir es conveniente definir un sistema particular de
coordenadas normalizadas para el tridngulo.

7.8.1 Coordenadas de drea. Mientras que unos ejes de coordenadas
cartesianas paralelos a los lados constituyen la eleccién natural para deducir
las funciones de forma del rectingulo, en el tridngulo éstos no resultan
cémodos.

Un sistema de coordenadas cémodo, Ly, L, y L3 para un triangulo 1, 2,
3 (Figura 7.16), se define mediante la siguiente relacién lineal entre éstas y
el sistema cartesiano:

¢ = Lyzy + Lyzs + Lazs
Yy = L + Layz + Lays (7.30)
1 = Ll + Lz + L3

A cada conjunto, Ly, L, L; (que no son independientes, ya que estan
relacionadas por la tercera expresién), corresponde un tnico conjunto de
coordenadas cartesianas. En el punto 1, L; = 1y L, = L3 = 0, etc. Una
relacién lineal entre el nuevo sistema de coordenadas y el cartesiano implica
que los contornos de L; son lineas rectas regularmente espaciadas y paralelas
al lado 2-3 en el que L; = 0, etc.

. Ademas es facil demostrar que otra definicién posible de la coordenada
L, de un punto P es el cociente entre el drea del tridngulo sombreado y la
del tridngulo completo:

area P23
Li=—— .
! area 123 (7:31)
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De aqui el nombre de coordenadas de area.
Despejando Ly, L, y Lj del sistema (7.30), obtenemos

a; + bz 4 oy

L =
! 2A
as + bz + ey
L, = 217" T "2J 7.32
, = 2¥he (732)
L.— as + bz + cay
8 2A
en la cual
1 1 = w»n
A==det {1 =z, y,|=area123 (7.33)
2 T3 Y3
y
ay = T2Ys — T3Y2

by = y2 —ys
€l = T3 — T3

etc., con permutacién ciclica de los indices 1, 2 y 3.
Vale la pena senalar la coincidencia de estas expresiones con las deducidas

en el Capitulo 3 [Ecs. (3.5b) y (3.5¢)].

7.8.2 Funciones de forma. Para el primer elemento de la serie [Figura
7.15(a)], las funciones de forma son sencillamente las coordenadas de area.
Por consiguiente

N1 :Ll N2= L2 N3:L3 (734)

Lo que es evidente puesto que individualmente cada funcién toma el valor
uno en un nodo, cero en los otros y varia linealmente en todo el tridngulo.

Para deducir funciones de forma de otros elementos se puede encontrar
una sencilla ley de recurrencia.? Sin embargo, es muy fécil escribir un
tridngulo arbitrario de orden M de manera similar a como se hizo para el
elemento triangular de la Seccién 7.5.

Representando un nodo genérico i por tres numeros I, J y K en
correspondencia con la posicién de las coordenadas Ly;, Lg; y L3;, podemos
escribir la funcién de forma en funcién de tres interpolaciones de Lagrange
[véase la Ec. (7.18)]:

N; = [(Ly) I3(L2) 1§ (Ls) (7.35)

donde l}', etc., viene dado por la expresién (7.18), con L; en lugar de ¢, etc.
Es facil comprobar que la expresion anterior da

N;=1 en Ly =Ly, L; = Ly, L; = L3
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(0,0, M)

i=(1,7K)

(M, 0,006 >0, M0
Figura 7.17 Elemento triangular general.

y cero en todos los demds nodos.
El término de mayor grado del polinomio es

LiLjr¥

¥y como

I+J+K =M

el polinomio es, para todos los puntos, de grado M.

La expresién (7.35) es valida para distribuciones de nodos arbitrarias que
sigan el modelo de generacién de la Figura 7.17 y se simplifica si el espacio
entre las lineas nodales es regular (por ej., 1/m). La férmula fue obtenida

originalmente por Argyris et el.!' y formalizada de manera diferente por
otros.”1?

Las funciones de forma de los elementos cuadritico y cibico que se dan
a continuacién pueden ser comprobadas ficilmente por el lector e incluso
deducir otras sin dificultad para elementos de orden més elevado.

Tridngulo cuadrdtico [Figura 7.15(b)]
Para nodos de vértice:
N1 = (2L1 s l)Ll, etc.

Nodos laterales:

N4 = 4L1L2, etc. (7.36)
Tridngulo cibico [Figura 7.15(c)]
Nodos de vértice:
-1

N, 3

(3L1 had 1)(3L1 — 2)L1, etc.

Nodos laterales:

9
N4 - 5L1L1(3L1 - 1), etc. (737)
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y para el nodo interior:
NIO = 2,7L1L2L3

Nuevamente aparece una funcién “burbuja” que toma valor nulo en los
contornos y que se empleara en un contexto diferente en el Capitulo 12.

Fue Veubeke!* quien primero dedujo el tridngulo cuadritico y Argyris'*
lo utiliz6 en problemas de tensién plana.

Cuando se trata de calcular las matrices de los elementos resulta a
menudo que nos encontramos con integraciones sobre la regién triangular
definidas en funcién de coordenadas de drea. En relacién con esto es util
tomar nota de la siguiente expresion integral exacta:

/ / LOIVIE do dy = — 20 oA (7.38)
A 1T (a+b+c+2)

ELEMENTOS UNIDIMENSIONALES

7.9 Elementos lineales

En esta obra hemos considerado generalmente hasta ahora el continuo
como bi o tridimensional. Los casos unidimensionales, siendo de una clase
para la que generalmente se dispone de solucién exacta, fueron tratados
unicamente como ejemplos triviales en el Capitulo 2 y en la Seccién 7.2.
En muchos problemas reales de dos o tres dimensiones, dichos elementos
aparecen de hecho en combinacién con los elementos de continuo mas usuales
por lo que es deseable un tratamiento unificado. En el campo del anélisis
elastico, estos elementos pueden representar barras de armado (problemas
planos y tridimensionales), o capas finas de material de refuerzo en cuerpos
de revolucién y tridimensionales. En los problemas de campos del tipo que
se estudian en el Capitulo 10, se pueden considerar como lineas de fuga en
un medio poroso de menor conductividad.

i

o O

Figura 7.18 Elemento unidimensional embutido entre dos elementos
bidimensionales.
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Una vez escogida la forma de una funcién, como la de desplazamientos,
por ejemplo, para un elemento de esta clase, se pueden determinar sus
propiedades teniendo en cuenta, no obstante, que las propiedades deducidas,
tales como deformacién, etc., han de considerarse solamente en una
dimensién.

En la Figura 7.18 se representa un elemento de esta clase introducido
entre dos elementos cuadriticos contiguos.  Evidentemente, para la
continuidad de la funcién todo lo que requiere es una variacién cuadratica
de la incégnita con la tnica variable £. Asi pues, las funciones de forma
vienen dadas directamente por polinomios de Lagrange como los definidos
en la expresién (7.18).

ELEMENTOS TRIDIMENSIONALES

7.10 Prismas rectangulares. Familia “serendipita”%®!%

De forma muy parecida a la expuesta en las secciones anteriores pueden
describirse los elementos tridimensionales equivalentes.

En este caso, para obtener la continuidad entre elementos han de
modificarse las reglas expuestas previamente. Lo que ha de conseguirse es
que a lo largo de toda una cara de un elemento los valores nodales definan
una variacién dnica de la funcién a determinar. Con polinomios incompletos,
tal cosa s6lo puede asegurarse mediante inspeccidn.

Una familia de elementos como la representada en la Figura 7.19 es
precisamente equivalente a la de la Figura 7.9. Utilizando ahora tres
coordenadas normalizadas y siguiendo la terminologia de la Seccién 7.6,
obtenemos las siguientes funciones de forma:

Elemento “lineal” (8 nodos)

Ni = 2(1+ &)1 +mo)(1 + o) (7.39)

Elemento “cuadrdtico” (20 nodos)
Nodos de vértice:

Ni= Z(0+ &)1 +m)+ @b tm+h=2)  (140)

Nodo de arista tipico:
(=0 m=%1 (=+1
1
Ni=701- €°)(1 +mo)(1 + o)

Elemento “ctibico” (32 nodos)
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E=-1
8 nodos
/
n=—1
/
20 nodos
/
/
32 nodos

\

Figura 7.19 Prismas rectos de la familia (“serendipita”) de nodos en el contorno
con los elementos de cara y linea correspondientes.

Nodos de vértice:

1

64

Nodo de arista tipico:

Ni = —(1+ &)1 +n0)(1 + Co)[9(€* + n° + ¢*) — 19] (7.41)

1
€i=i§ =%l (=41
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Figura 7.20 Prisma recto de la familia de Lagrange.

-9
" 64

Cuando ¢ = 1 = (g las expresiones anteriores se reducen a las Ecs. (7.22)
a (7.24). Estos elementos tridimensionales pueden ademas unirse de manera
compatible a elementos planos o unidimensionales apropiados, tal como se
muestra en la Figura 7.19.

El procedimiento para generar funciones de forma sigue de nuevo el
descrito en las Figuras 7.10 y 7.11, y nuevamente pueden deducirse elementos
con distintos grados de libertad a lo largo de las aristas siguiendo los mismos

N; (1 €)1 + 9o)(1 + mo)(1 + (o)

pasos.

El equivalente a un tridngulo de Pascal es ahora un tetraedro y ademas
podemos observar el pequefio nimero de grados de libertad adicionales,
situacién que es ain de mayor importancia que en el analisis bidimensional.

7.11 Prismas rectangulares. Familia de Lagrange

Las funciones de forma para estos elementos, como el de la Figura 7.20,
se generardén multiplicando directamente tres polinomios de Lagrange.
Ampliando la notacién de la expresién (7.19), obtenemos ahora

N; = Npg =5 (7.42)

FUNCIONES DE FORMA 141

Figura 7.21 La familia del tetraedro: (a) lineal, (b) cuadratico y (c) cibico.

para n, m y p subdivisiones a lo largo de cada lado.

Este elemento fue sugerido por Ergatoudis® y elaborado por Argyris et
al.8 Todos los comentarios acerca de los nodos interiores y de las limitaciones
de la formulacién efectuados en la Seccién 7.5 se pueden aplicar aqui y, en
general, la aplicacién practica de dichos elementos es ineficiente.

7.12 Elementos tetraédricos

La familia tetraédrica representada en la Figura 7.21 exhibe, como era
de esperar, propiedades similares a las de la familia triangular.

En primer lugar, en cada caso vuelven a obtenerse polinomios completos
en tres coordenadas. Después, como las caras se dividen de manera idéntica
a como se hizo anteriormente con los tridngulos, se obtienen en el plano
de cada cara polinomios del mismo grado en dos coordenadas y por tanto
queda asegurada la compatibilidad entre elementos. No aparecen términos
adicionales en el polinomio.

7.12.1 Coordenadas de volumen. Se introducen de nuevo coordenadas
particulares definidas por (Figura 7.22):
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Figura 7.22 Coordenadas de volumen.

z =Lz, 4 Lyz; + Lazs + Laz,
Yy =Liy + Layz + Lays + Lays

z=Lyz1 + Lazy + L3zz + Lyzs

1=Li+ L+ Ls+ L,

(7.43)

Nuevamente, las reciprocas de las expresiones anteriores nos conducen a
expresiones del tipo (7.32) y (7.33), pudiendo identificarse las constantes
en el Capitulo 5 [Ecs. (5.5)]. Se puede identificar otra vez el significado de
las coordenadas como el cociente entre el volumen del tetraedro que tiene un
vértice en un punto interior P del tetraedro inicial y el volumen total (ver
Figura 7.22):

I - volumen P234 ;
'™ “volumen 1234’ ere (7.44)

7.12.2 Funciones de forme. Como las coordenadas de volumen varian
linéalmente con las cartesianas desde el valor uno en un nodo a cero en
la cara opuesta, las funciones de forma del elemento lineal [Figura 7.21(a)]
serdn simplemente,

N] = L1 Ng = Lz, etc. (7.45)
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Las expresiones de las funciones de forma de elementos tetraédricos de
mayor orden se obtienen de la misma manera que en el caso de los tridngulos,
estableciendo una formulacién apropiada del tipo de Lagrange similar a
la Ec. (7.35). Dejando este punto como ejercicio adecuado para el lector,
citaremos las que siguen:

Tetraedro “cuadrdtico” [Figura 7.21.(5).]
Nodos de vértice:

Nl = (2[11 - I)Ll, etc. (7.46)
Nodos de arista:
Ns = 4L1L2, etc.

Tetraedro “cubico”
Nodos de vértice:

N, = %(31:1 —1)GBL - 2Ly, et (7.47)
Nodos de arista:
Ne = ngLz(SLl ~1),  ete.
Nodos laterales:

N17 = 27L1L2L3, etc.

Una férmula muy 1til para la integracién es:

arbrerd a'b'c'd'
L = 4
///volLleLa 4 dz dy dz (a+b+c+d+3)!6V (7.48)

7.13 Otros elementos tridimensionales sencillos

Las posibilidades de formas sencillas son mayores, por razones obvias,
en tres que en dos dimensiones. Una serie de elementos bastante 1til puede
basarse, por ejemplo, en prismas triangulares (Figura 7.23). De nuevo se
pueden distinguir aqui las variantes de los tipos lagrangianos y serendipitos.
El primer elemento de ambas familias es idéntico y ademads sus funciones de
forma son tan evidentes que no necesitan mayor aclaracion.

Para un elemento “cuadrético” como el presentado en la Figura 7.23(b),
las funciones de forma son:

Nodos de vértice L = §; = 1:

Ny = %Ll(le -1+ - %Ll(l -¢*) (7.49)
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(b) 15 nodos

3
o
Q
-]
=}
N
—
Q
~—

Figura 7.23 Elementos (“serendipitos”) de la familia del prisma triangular: (a) lineal, (b) cuadratico y (¢) ciibico.
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NG Ny

1y dvy
I 1 dg
Nodos del |

elemento 0 1

=9
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dg
NS dnNg
dg
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NLs 0

Ng d;
dg

z
\O?

>

Figura 7.24 Funciones de forma jerarquicas de forma cuasi-ortogonal y sus
derivadas.

Nodos de arista de tridngulos:
Nyo = 2L, L,(1 + (), etc. (7.50)
Nodos de arista de rectangulos:
N.=Li(1 - ¢?), etc.

Estos elementos no son puramente esotéricos, sino que tienen aplicacion
4 3 «© » M ’ -
practica como “relleno” combinados con elementos paralelepipedos de veinte
nodos.
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Parte 2. Funciones de forma jerarquicas

7.14 Polinomios jerarquicos en una dimensién

Las ideas generales sobre aproximacién jerarquica se han introducido en
la Seccién 7.2 en el contexto de sencillos elementos lineales. La generalizaciéon
a formas jerarquicas de mayor orden es también sencilla. Empezaremos
por un desarrollo unidimensional, que como se ha visto en las secciones
precedentes proporciona una base para la generacién de elementos en dos
y tres dimensiones.

Para generar un polinomio de orden p a lo largo de un lado de un
elemento no es necesario introducir nuevos nodos, sino que se pueden utilizar
parametros sin un significado fisico obvio. Como se muestra en la Figura 7.24,
se puede usar un desarrollo lineal expresado en términos de las funciones
“estandar” No y Ni, y anadir a éstas una serie de polinomios de forma que
éstos tienen siempre valores nulos en los extremos del dominio (esto es, en
los puntos 0 y 1).

Por ejemplo, para obtener una aproximacién cuadrética, partiendo de un

tipico elemento unidimensional escribirfamos:

) U :'LLoNo+u1.N1+dzN2 (7.51)
donde
-1 +1
No=-21 m=8 m=—-nery ()

utilizando en lo anterior la coordenada normalizada ¢ [viz. Ec. (7.17)].
Notemos que en este caso el parametro a, si tiene un significado, ya que es
la separacién de la linealidad de la aproximacién 4 en el centro del elemento,
ya que N, se ha elegido de forma que tiene valor unidad en dicho punto.
De forma similar, para un elemento cibico simplemente tenemos que
afiadir azN; al desarrollo cuadritico de la Ec. (7.51), donde N3 es un
polinomio cibico de la forma

N; = (g + (116 + (1252 + 0363 (753)

que toma valor nulo en £ = %1 (esto es, en los nodos 0 y 1). De nuevo existe
una infinidad de opciones y se puede seleccionar un polinomio que tenga
valor nulo en el centro del elemento y para el cual dN3/d€ = 1 en ese punto.
Podemos entonces escribir

NS = €(1-¢) (7.54)

como la funcién cibica con las propiedades deseadas. Ahora el pardmetro a3
significa la separacién de la pendiente en el centro del elemento respecto al
valor constante de la primera aproximacién.
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Nétese que se puede proceder de forma similar y definir la funcién
jerarquica elemental de cuarto orden de la forma

Ny =£(1-¢) (7.55)

aunque ahora la interpretacién fisica del parametro asociado a ésta es mas
dificil (aunque no es estrictamente necesaria).

Como ya se ha dicho, el conjunto anterior no es tnico, y existen otras
muchas posibilidades. Una alternativa préactica es definir las funciones
jerarquicas de la forma

%(ﬁp -1)  ppar
Np(&) =17 (7.56)
;!(ﬁp —¢)  p impar

donde p(> 2) es el grado del polinomio introducido.!® Esto lleva al conjunto
de funciones de forma:

e 1 . e 1 3
N'z = E(é _1) Ns = g(f _f)

e_ 1 4 e _ L1 45 (7.57)
Ni= (6 -1 NS = (€ - 6)
etc

Se observa que todas las derivadas de NS de segundo o mayor orden se
anulan para { = 0, menos dP N; /d€P, que es igual a la unidad en ese punto,
¥, por tanto, usando las funciones de forma dadas por la Ec. (7.57) se pueden
identificar los parametros de la aproximacién como

e dPu
ap = a—E; o p>2 (7.58)

Tal identificacién tiene un significado fisico general, pero no es necesaria
en forma alguna.

En elementos en dos y tres dimensiones una sencilla identificacién
de los parametros jerdrquicos en las interfases asegura automdticamente
continuidad Cp a la aproximacion.

Comec se ha mencionado anteriormente, una forma 6ptima de funciones
jerdrquicas es aquélla que resulta en un sistema diagonal de ecuaciones. Esto
puede conseguirse a veces, o al menos, de forma bastante aproximada.

En los problemas de elasticidad que se han discutido en los capitulos
precedentes la matriz elemental K€ tiene términos de la forma

dNf dN¢ 2 [l dNf dN¢
K¢ — k l m _ il B m
Im /Q & dz TTh /_1 & a (7.59)
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Si el conjunto de funciones de forma tiene los polinomios adecuados
se puede calcular de tal manera que dichas integrales son nulas si [ # m,
entonces se consigue la ortogonalidad y desaparece el acoplamiento entre las
sucesivas soluciones.

Un conjunto de polinomios que tiene la propiedad de la ortogonalidad en
el dominio —1 < £ < 1 son los polinomios de Legrende Py(£), y se pueden
definir las funciones de forma en términos de integrales de estos polinomios.®
Definimos el polinomio de Legendre de orden p de la forma

PA6) = =3 1 3(€ 1Y) (7.60)

e integramos estos polinomios para definir

-1
Noy = /Pp(f)df = 11)!2p_1 cépp_l[(fz —1)7] (7.61)

La evaluacién para cada valor de p da
Nf=¢ -1 N§=2(-¢) etc

Estos se diferencian de las funciones de forma dadas por la Ec. (7.57) sélo
en una constante multiplicativa hasta N, pero para p > 3 las diferencias
son significativas. El lector puede verificar ficilmente la ortogonalidad de las
derivadas de dichas funciones, lo cual es muy 1til computacionalmente. La
Figura 7.24 muestra estas funciones y sus derivadas.

7.15 Elementos jerdrquicos en dos y tres dimensiones del tipo
“rectidngulo” o “ladrillo”

Al derivar las aproximaciones “estandar” de elementos finitos hemos
mostrado que todas las funciones de forma de la familia de Lagrange se
pueden obtener de las unidimensionales, mediante sencillas multiplicaciones
y las de los elementos serendipitos mediante una combinacién de tales
multiplicaciones. La situacién es ain mds sencilla para los elementos
jerarquicos. Aqui todas las funciones de forma se puedan obtener mediante
un sencillo proceso de multiplicacién.

Por ejemplo, en la Figura 7.25 se muestran las funciones de forma de
un elemento lagrangiano de nueve nodos y las correspondientes funciones
jerarquicas. Estas tltimas no sélo tienen formas mds sencillas, sino que
son mas sencillas de calcular, ya que son simples productos de los términos
lineales y cuadraticos de la Ec. (7.56), (7.57) 6 (7.61). Utilizando esta tltima
las tres funciones ilustradas son, simplemente
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(a) Estandar (b) Jerarquica

Figura 7.25 Funciones de forma estindar y jerdrquicas correspondientes al
elemento lagrangiano cuadratico.

N=-((-1)(n+1)/4
N = (€ - 1)(n—1)/2 (7.62)
Ny = (€ -1)(n" - 1)

La distincién entre formas lagrangianas y serendipitas desaparece, ya que
para estas tltimas se omite ahora simplemente la dltima funcién de forma.
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De hecho, ahora es facil introducir interpolaciones para los elementos
del tipo ilustrado en la Figura 7.11, en el que se usan diferentes desarrollos
en lados distintos. Esta caracteristica esencial de los elemento jerarquicos
se explota en el refinamiento adaptable (véase el Capitulo 14) donde se
introducen nuevos grados de libertad (o se incrementa el orden polinémico)
sélo cuando la magnitud del error lo requiere.

7.16 La familia del tridngulo y el tetraedro!®*’

Una vez mas se pueden introducir los conceptos de manipulacién en
funcién de las coordenadas de area (volumen).

Volviendo al tridngulo de la Figura 7.16 se observa que a lo largo del lado
1-2, L3 es idénticamente nula y, por tanto, se tiene

(Ly + L)y, =1 (7.63)

Si ¢, medida a lo largo del lado 1—2, es una coordenada adimensional local
del tipo que hemos usado al derivar las funciones jerdrquicas para elementos
unidimensionales, se puede escribir

1 1
Lii-z=5(1 =€) Leh2=3(1+ 3] (7.64)
de donde se sigue que tenemos
§=(Lz— Li)i-» (7.65)

Esto sugiere que se pueden generar funciones jerarquicas en ‘el tridngulo
generalizando las fracciones de forma unidimensionales presentadas
anteriormente. Por ejemplo, utilizando las expresiones de la Ec. (7.56),
asociamos al lado 1 — 2 el polinomio de grado p(> 2) definido por

ﬁ[(Lz — L)P — (L + L)) p par

€ —_
Noi-2= 14 1
p!

(7.66)
[(Lz = Ly)P — (Ly — Li)(Ly + Ly)P™Y]  p impar

Se deduce de la Ec. (7.64) que estas funciones de forma son nulas en los
nodos 1 y 2. Ademads, se puede demostrar ficilmente que N;(l——z) sera nula

a lo largo de los lados 3 — 1 y 3 — 2 del tridngulo, por lo que la continuidad
Cp de la aproximacién @ estd asegurada.

Debe notarse que en este caso, para p > 3, el nimero de funciones
jerarquicas que surgen de los lados del elemento de esta manera es insuficiente
para definir un polinomio completo de orden p y deben introducirse funciones
jerarquicas internas, que son idénticamente nulas en el contorno; por ejemplo,
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para p = 3 se puede usar la funcién L,L,L;, mientras que para p = 4 se
pueden adoptar las tres funciones adicionales L2L;Ls, Ly LiLs3, L1 L, L3.

En la Figura 7.26 se muestran tipicas funciones jerarquicas lineales,
cuadraticas y cibicas para un elemento triangular. Se pueden generar
funciones de forma jerarquica similares a partir del conjunto de funciones
unidimensionales definidas en la Ec. (7.61). Para el caso de tetraedros pueden
seguirse idénticos procedimientos.

[

N5

=2N%.2)

6N%-2)

(c)

Figura 7.26 Elementos triangulares y funciones de forma jerrquicas asociadas de
grado (a) lineal, (b) cuadrético y (c) cibico.

7.17 Aproximacién global y local por elemento finitos

El concepto mismo de aproximacién jerarquica (en la cual las funciones
de forma no se ven afectadas por el refinamiento) significa que es posible
incluir en el desarrollo
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n
u=>Y N (7.67)
=1

funciones N de naturaleza no local. Tales funciones pueden ser, por ejemplo,
las soluciones exactas de un problema analitico que se parece de alguna
manera al problema tratado, pero que no satisfacen algunas condiciones de
contorno o falta de homogeneidad. En este caso, los términos locales, de
“elementos finitos”, serian un procedimiento para corregir esta soluciéon de
forma que se satisfagan las condiciones reales. El uso de tal aproximacion
global-local fue sugerido por primera vez por Mote,'® en un problema donde
los coeficientes de esta funcién estaban fijados. El ejemplo que se trataba era
el de un disco giratorio con ranuras (Figura 7.27). La funcién global conocida
era la analitica correspondiente a un disco sin ranuras y los elementos finitos
se afiaden localmente para modificar la solucién. Otros ejemplos de tales
soluciones “fijadas” pueden ser las asociadas a cargas puntuales, donde el uso
de la aproximacién global sirve para eliminar la singularidad, mal modelada
por la discretizacion.

(a)

Elementos “locales”

%Hu;u Ty
(9)

22
% ) 1] ]

Figura 7.27 Algunos posibles usos de aproximacién global-local: (a) disco
rotatorio con ranuras, (b) viga perforada.
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En algunos problemas la propia singularidad es desconocida, y la funcién
apropiada puede afadirse con un coeficiente desconocido.

7.18 Mejora del condicionamiento con formas jerdrquicas

Ya se ha mencionado que las formas jerarquicas redundan en un mejor
condicionamiento de las ecuaciones, debido a su forma cuasi diagonal. En
la Figura 7.28 se muestra el “nimero de condicionamiento” [que es una
medida de tal diagonalidad y que se define en los textos de algebra lineal (ver
Apéndice 1)] para un elemento ciibico aislado y para un ensamblaje de cuatro
elemento cibicos usando las formulaciones estdndar y jerarquicas. El mejor
condicionamiento de las ecuaciones de rigidez es una ventaja importante de
tales formas y permite utilizar ficilmente técnicas iterativas de solucién.'®

Elemento simple (reduccién del nimero de condicionamiento = 10.7)

®

)\m“,/)\ = :';9(] \mux”\mm =36

min

Ensamblaje de 4 elementos
(Reduccién del niimero de condicionamiento= = 13.2)

®

A"'hIX/Aﬂ'Hn = 1643 xI'll.l(/klﬂll\ = 124

Orden del elemento ciibico
@ Funcién de forma estdndar
Funcién de forma jerarquica

Figura 7.28 Mejora en el nimero de condicionamiento (cociente entre el maximo
y minimo autovalor de la matriz de rigidez) debido al uso de formas
jerdrquicas (elasticidad isétropa v = 0.15).
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7.19 Observaciones finales

Se ha presentado aqui al lector una seleccién ilimitada de tipos de
elementos e igualmente existen ilimitadas posibilidades alternativas.*® ;Qué
- aplicacién tienen en la praictica elementos de esta complejidad? Dejando
aparte al tridngulo y al tetraedro, todos los demds elementos quedan
limitados a situaciones donde la regién real tenga tal forma que pueda
representarse mediante un ensamblaje correcto de prismas rectos. Tal
limitacién seria tan restrictiva que poco objeto practico hubiera tenido
deducir tales funciones de forma, a menos que pueda encontrarse alguna
manera de distorsionar dichos elementos para que se ajusten a contornos
reales. En realidad existen métodos para ello que se describen en el capitulo
siguiente.
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Capitulo 8

ELEMENTOS TRANSFORMADOS
E INTEGRACION NUMERICA—
ELEMENTOS “INFINITOS”

Y “DE SINGULARIDAD”

8.1 Introduccién

Hemos visto en el capitulo anterior cémo pueden obtenerse algunas
familias genéricas de elementos finitos. Cada nuevo miembro de la familia
se caracteriza por un nimero de nodos progresivamente mayor, lo que
implica una mayor precisiéon y presumiblemente que el nimero de elementos
necesarios para obtener una solucién correcta disminuya rapidamente. Para
asegurar que con un nimero pequeiio de elementos pueda representarse una
forma relativamente complicada como las que aparecen mas frecuentemente
en los problemas reales, mas que en los tedricos, ya no son suficientes simples
rectangulos o tridngulos. Este capitulo trata, por consiguiente, del tema de
la transformacién de estas formas sencillas en otras de configuracion mas
arbitraria.

Los elementos de los tipos basicos uni, bi y tridimensionales “se
transformaran” punto por punto en formas distorsionadas como las
representadas en las Figuras 8.1 y 8.2.

En dichas figuras se muestra como al dibujar en un espacio cartesiano
z,y,z la forma distorsionada de las coordenadas ¢, , { o de las L,, La, Ls,
L4 se obtiene un nuevo sistema de coordenadas curvilineas.

No sélo pueden distorsionarse los elementos bidimensionales en otros
también bidimensionales, sino que ademads pueden transformarse en otros de
tres dimensiones, tal como se indica para los elementos planos de la Figura 8.2
que se distorsionan en figuras tridimensionales. Este principio es aplicable
con caracter general, con tal que pueda establecerse una correspondencia
biunivoca entre las coordenadas cartesianas y las curvilineas, o sea, si pueden
establecerse relaciones de la forma

{Z}=f{§} o f g (8.1)

Una vez conocidas dichas relaciones entre las coordenadas, es posible
definir las funciones de forma en coordenadas locales y establecer las
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propiedades del elemento en el sistema global mediante las transformaciones
adecuadas.

En lo que sigue examinaremos en primer lugar la llamada forma
isoparamétrica de la relacién (8.1) que ha encontrado una gran aplicacién
en la prictica. Se ofrecerdn los detalles completos de esta formulacién,
incluyendo la determinacién de las propiedades de los elementos por
integracién numeérica, que como se vera es esencial.

En la seccién final se mostrard que pueden emplearse eficazmente otras
muchas transformaciones de coordenadas.

COORDENADAS PARAMETRICAS CURVILINEAS

8.2 FEl empleo de “funciones de forma® para establecer
transformaciones de coordenadas

Un método muy conveniente para establecer la transformacién de
coordenadas es emplear las funciones de forma ya deducidas para representar
la variacién de la funcién incégnita.

Por ejemplo, si para cada elemento escribimos

Ty
z=N{mx+N;'zz+---:N'{“’2}:1\1',(
" ) , h ,
Yy=NMy+ Ny +--=N (¥ 4 =Ny (8.2)
21
Z=N1,11+N;lz+---=N'{z2}:N'z

en las que N’ son las funciones de forma expresadas en funcién de las
coordenadas locales, se dispondra inmediatamente de una relacién de la forma
requerida. Mds aiin, los puntos de coordenadas z;, ¥, 21, etc., se encontraran
en puntos apropiados del contorno del elemento (ya que por las definiciones
generales de las funciones de forma sabemos que toman el valor unidad en el
punto en cuestién y cero en todos los demas). Estos puntos pueden establecer
nodos “a priori”.

A cada sistema de coordenadas locales correspondera otro de coordenadas
cartesianas globales y, en general, sélo uno. Veremos, no obstante, que puede
surgir falta de unicidad cuando la distorsién sea exagerada.

La idea de emplear las funciones de forma del elemento para establecer
coordenadas curvilineas dentro del campo del analisis por elementos finitos
parece que fue mencionada originalmente por Taig'. En su primera aplicacién
establecié relaciones lineales basicas para un cuadrilatero. Irons?? generalizé
la idea a otros elementos.
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Figura 8.3 Dibujo por computador de las coordenadas curvilineas para elementos
cibicos y cuadraticos (distorsién admisible).

Independientemente, Coons* y Forrest® establecieron definiciones
similares como consecuencia de trabajos realizados para idear distintos
métodos précticos de generacién de superficies curvas de uso en ingenieria
de proyectos; debido a esta actividad, hoy en dia los temas de definicién
de superficies y su andlisis estdn cada vez més unidos. En la Figura 8.3 se
muestra una distorsion real de elementos basados en los miembros de segundo



162 El Método de los Elementos Finitos

y tercer orden de la familia “serendipita”. Se observa aqui la existencia de
una relacién biunivoca entre las coordenadas locales (¢, n) y las globales (=,
y). Si los puntos fijos son tales que tenga lugar una distorsién exagerada,
podra surgir falta de biunicidad de la forma indicada en la Figura 8.4 para
dos situaciones. En este caso, en puntos interiores del elemento deformado
estdn implicados dos sistemas de coordenadas locales, ademas de que ciertos
puntos interiores resultan transformados fuera del elemento. Se ha de tener
especial cuidado para evitar que en la prictica aparezcan distorsiones tan
considerables.

En la Figura 8.5 se muestran dos ejemplos de un elemento bidimensional
(¢, n) proyectado en un espacio tridimensional (z, y, z).

En este capitulo acostumbraremos a referirnos al elemento basico sin
distorsionar, en coordenadas locales, como “elemento generatriz”.

Figura 8.4 Distorsién inadmisible de elementos dando origen a una transformacién
no biunivoca y “desbordamiento”. Elementos cuadraticos y cibicos.
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En la Seccién 8.5 se definira una cantidad conocida como determinante
jacobiano. La conocida condicién de correspondencia biunivoca punto a
punto (como la existente en la Figura 8.3, pero no en la 8.4) es que el signo de
dicha cantidad debe permanecer constante en todos los puntos del dominio
transformado.
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Puede demostrarse que en una transformacién paramétrica basada en
funciones de forma bilineales, la condicién necesaria es que ningun angulo
interior [como « en la Figura 8.6(a)] sea mayor de 180°.% En transformaciones
basadas en funciones cuadraticas de tipo “serendipito” es necesario ademas
que los nodos laterales se encuentren en la “mitad central” de la distancia
entre vértices adyacentes’, aunque situarlos en el “tercio central” mostrado
en la Figura 8.6 es mds seguro. Cuando se usen funciones cubicas tales

¢<”<\ \>\
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”~< ><” ~ P Pl
&/ \></ ~ /><\ o> D
P NGO > < T T
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Figura 8.5 (cont.).
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(a) Elemento lineal

[ =

(b) Elemento cuadratico

Zona de seguridad

para el punto medio
Figura 8.6 Reglas para la unicidad de las transformaciones (a) y (b).

reglas generales son impracticables y es preciso comprobar numéricamente
el signo del determinante jacobiano. En la practica basta generalmente con

una distorsién cuadratica.

8.3 Conformidad geométrica de los elementos

A la vez que hemos visto que mediante la transformacién de la funcién de
forma cada uno de los elementos generatrices se transforma punto por punto
en una parte del objeto real, es importante que la subdivisién de éste en
nuevos elementos curvos no deje lagunas. Una posibilidad de tales lagunas
se indica en la Figura 8.7.

TEOREMA 1. Cuando dos elementos contiguos estin engendrados por
“elementos generatrices” cuyas funciones de forma satisfacen las condiciones
de continuidad, los elementos distorsionados serdn entonces continuos.

Este teorema es evidente, ya que en estos casos el criterio de continuidad
que requiere la unicidad de la funcién u se sustituye simplemente por el de
unicidad de la coordenada z, y o z. Como los nodos de elementos contiguos
tienen las mismas coordenadas la continuidad queda asegurada.

No es preciso que los nodos de los nuevos elementos distorsionados estén
unicamente en los puntos donde se definan las funciones de forma. Se pueden
afiadir otros conjuntos de nodos correspondientes en los limites de separacion,
o en los contornos.
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(a) (b)

Figura 8.7 Condiciones necesarias de continuidad para la divisién real del espacio.

8.4 Variacién de la funcién incégnita en el interior de elementos
curvilineos distorsionados. Ciondiciones de continuidad

Definida ya la forma del elemento por las funciones de forma N/, se ha
de definir la variacién de la incégnita, u, antes de que podamos establecer las
» Uy que p
propiedades de los elementos. Lo mas cémodo es expresar dicha variacién en
funcién de coordenadas curvilineas locales mediante la expresién habitual

u = Na‘ (8.3)
donde a® representa los valores nodales.

TEOREMA 2. §i las funciones de forma N empleadas en (8.3) son tales que
la continuidad de u se mantiene en las coordenadas del elemento generatriz,
las condiciones de continuidad se satisfardn entonces en los elementos
distorsionados.

La demostracién de este teorema sigue los mismos razonamientos que el
de la seccion precedente.

Los valores nodales pueden o no estar asociados a los mismos nodos
utilizados para definir la geometria del elemento. Por ejemplo, en la
Figura 8.8 los puntos marcados con circulos son los empleados para definir
la geometria del elemento. Para definir la variacién de la incégnita podrian
utilizarse los valores de la funcién en los puntos marcados con cuadrados.

En la Figura 8.8(a), la geometria y la variacién de la funcién vienen
definidas por los mismos puntos. Si hacemos entonces

N=N (8.4)

las funciones de forma que definen la geometria y la funcién son las mismas,
y los elementos se llaman entonces isoparamétricos.
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Figura 8.8 Diferentes definiciones de elementos: () Punto de definicién de las
coordenadas. [ ] Puntos de definicién de los pardmetros de la funcién.
(a) Isoparamétrico, (b) superparamétrico, (c) subparamétrico.

Podriamos, sin embargo, utilizar solamente los cuatro puntos de los
vértices para definir la variacién de u [Figura 8.8(b)]. Nos referiremos a tal
elemento como superparamétrice, advirtiendo que la variacién de la geometria
es mas general que la de la incégnita real.

Similarmente, si para definir u introducimos mas nodos que los
empleados para definir la geometria, al elemento resultante lo llamaremos
subparamétrico [Figura 8.8(c)]. Veremos que estos elementos suelen aparecer
con mayor frecuencia en la practica.

Mientras que para la transformacién es apropiado usar las formas
“estandar” de las funciones de forma, para la interpolacién de las incognitas
se puede, desde luego, usar las formas jerarquicas definidas en el capitulo
anterior. De nuevo, las definiciones de variaciones sub o superparametricas
son aplicables.

TRANSFORMACIONES

8.5 Calculo de las matrices de los elementos (transformacién en
las coordenadas ¢, 7, ()

Para llevar acabo un analisis mediante elementos finitos han de
encontrarse las matrices que definan las propiedades del elemento, €j., rigidez,
etc. Dichas matrices seréan de la forma
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[, s (8.5)

donde la matriz G depende de N o de sus derivadas respecto a las coordenadas
globales. Como ejemplo de esto, tenemos la matriz de rigidez

/ BTDB dv (8.6)
\'4

y los vectores de carga asociados

/ NTb dv (8.7)
v

Para cada clase particular de problemas de elasticidad, las matrices de B
vienen dadas explicitamente por sus componentes [ véase la forma general de
las Ecs. (3.10), (4.6) y (5.11)]. Refiriéndonos a la primera de ellas, Ec. (3.10),
valida para problemas planos, se tiene

ON;
oz ' B?V
B;=| 0 , ay‘ (8.8)
oV oN;
oy ' Oz

En problemas de elasticidad, la matriz G es, por consiguiente, funcién
de las derivadas primeras de N y ello se produce en muchas otras clases de
problemas. En todos se necesita continuidad Cg y como ya hemos senalado
ésta es satisfecha sin dificultad por las funciones de! Capitulo 7, escritas ahora
en funcién de las coordenadas curvilineas.

Notemos que son necesarias dos transformaciones para evaluar dichas
matrices. En primer lugar, como N; se define en funcién de coordenadas
locales (curvilineas), es necesario idear algin procedimiento para expresar
las derivadas globales del tipo que aparecieron en la Ec {8.8) en funcién de
las derivadas locales.

En segundo lugar, el elemento de volumen (o de superficie) sobre el que
hemos de efectuar la integracién ha de expresarse en funcién de coordenadas
locales cambiando convenientemente los limites de integracion.

Consideremos, por ejemplo, el sistema de coordenadas locales {, 1, 'y
un sistema correspondiente de coordenadas globales z, y, 2. Mediante las
reglas corrientes de la derivacién en cadena podemos escribir, por ejemplo,
las derivadas con respecto a £ como sigue

ON; BN,'?E BN,'@_ 3N,‘&

5 ~ 0z 06 T By 06 0z O¢ (8:9)
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Efectuando la misma derivacidn con respecto a las otras dos coordenadas
y escribiendo los resultados en forma matricial, tenemos

oN; ) [o= by 0] (N, oN;

i3 ¢’ o’ ot oz oz

ON; 0z Oy Oz ON; ON;

gt _1%= Yo% =J 8.
an on’ on’ On Oy Oy (8.10)
on, | oz oy o:||om| |en

ac (3¢ 3¢ ac| \ oz 8z

Los términos del primer miembro de la expresién anterior pueden ser
evaluados, ya que las funciones N; vienen definidas en coordenadas locales.
Ademids, puesto que z, y, z vienen expresadas en forma explicita por
la relacién que define a las coordenadas curvilineas [Ec. (8.2)], se puede
encontrar explicitamente la matriz J en funcién de las coordenadas locales..
Esta matriz se conoce como matriz jacobiana.

Para encontrar ahora las derivadas globales basta con invertir J y escribir

)

oN; oN;
Oz o¢
ONi | _ 5-1] 3N
5 (=Y B (8.11)
on, oN;
0z 8¢

Expresando J en funcién de las funciones de forma N' que definen la
transformaciéon de coordenadas (que, como hemos visto, son idénticas a
las funciones de forma N cuando se emplea la formulacién isoparamétrica),
obtenemos

[ . 9N ON; on' 1 [an N, ]
E ¢ Tiy E ae Yis 275_21 "5‘5—, 7{ 21, %, @
ON! ON! ON! 8N! ON! Tz, Y2y 2
J= e b L = 2 222 v I 2
Z 87] :E“ Z 677 y‘l.? E 877 zt an an b
ON! AN! oN! ON! ON!
_Z ac I‘H Z aC yl) E ac zl- | ac ) ac ]

(8.12)
Para transformar las variables y la regién sobre la cual se efectia la
integracién seguiremos el procedimiento general, en el que aparece el
determinante de J. Asi, por ejemplo, un elemento de volumen es

dz dy dz = det J d¢ dn d( (8.13)
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Este tipo de transformacién es vélido independientemente del nimero de
coordenadas utilizado. Para su justificacién referimos al lector a los textos de
matemaéticas generales. Una explicacién especialmente clara de esto puede
encontrarse en Murnaghan.’f (ver también Apéndice 5).

Suponiendo que puede encontrarse la inversa de J, hemos reducido ya el
problema de la evaluacién de las propiedades del elemento al de encontrar
integrales del tipo de las que aparecen en la Ec. (8.5).

Mis explicitamente, si las coordenadas curvilineas estin normalizadas
segin el tipo de prisma recto, podemos escribir dichas integrales como

! /—11 /—11 ,/_11 G(&,m, ()dt dn d( (8.14)

Ademés, la integracion se lleva a cabo en el interior de dicho prisma
y no en la complicada forma distorsionada, resultando unos limites de
integracién mucho mas sencillos. De forma similar, en problemas de una
o dos dimensiones, las integrales resultantes serdn de una o dos variables con
limites de integracién mas sencillos.

Mientras que en el caso anterior los limites de integracién son sencillos,
por desgracia la forma explicita de G no lo es. Exceptuando los elementos
mas simples, el proceso de efectuar la integracién algebraicamente suele
sobrepasar nuestras posibilidades matematicas y ha de recurrirse a la
integracién numérica. Esto, como se vera en secciones siguientes, no es una
dificultad grave y tiene la ventaja de que evita maés facilmente los errores
algebraicos, pudiéndose escribir programas generales, no ligados a ningin
elemento particular, para diversas clases de problemas. De hecho, en tales
célculos numéricos nunca se calcula explicitamente la inversa de J.

8.5.1 Integrales de superficie. En elasticidad y en otras aplicaciones aparecen
con frecuencia integrales de superficie. Son tipicas de estos casos las
expresiones para calcular la contribucién de las fuerzas de superficie al vector
de fuerzas nodales equivalentes [véase Capitulo 2, Ec. (2.24 b)]:

f:—/NTEdA
A

El elemento dA se encontrara generalmente en una superficie donde una de

las coordenadas (por ejemplo £) sea constante.
La forma mas conveniente de proceder es considerar que dA es un

{ El determinante de la matriz jacobiana se conoce sencillamente en la literatura como
“jacobiano” y suele escribirse
a(zV y' z)

d = —"
*“d = 5En)
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vector orientado en direccién normal a la superficie (ver Apéndice 5). Para
problemas tridimensionales, formamos un producto vectorial

6:) [0z

o¢ on

Oy dy
dA ={ = d¢ d

3 ><<317 ¢ dn

o: | |2

a¢ On

y sustituyendo, integramos en el interior de un dominio 1 < ¢, < 1.
En dos dimensiones aparece una longitud dS y en este caso es
sencillamente

oz
&
_ %
a5 =1 3 %
9z

ot

en superficies de 7 constante.

8.6 Matrices del elemento. Coordenadas de area y volumen

Las relaciones generales [Ec. (8.2)] de transformacién de coordenadas
y, por supuesto, todos los teoremas siguientes son igualmente validos para
cualquier sistema de coordenadas locales y podrian relacionar las coordenadas
locales L,, L,,.., que aparecian con relacién a tridngulos y tetraedros en el
capitulo anterior, con las coordenadas cartesianas globales.

Ciertamente, la mayor parte de lo expuesto en el anterior capitulo es
vélide, si simplemente pos bmilames & cambiar convenientemente el norbre
de las coordenadas. Sin embargo, surgen dos diferencias importantes.

La primera se refiere al hecho de que las coordenadas locales no son
independientes y en realidad son una mas que las del sistema cartesiano. La
matriz J tendria evidentemente forma rectangular y no poseeria inversa. La
segunda es simplemente la diferencia en los limites de integracién, que tienen
que corresponder con un elemento “generatriz” triangular o tetraédrico.

La manera mas sencilla, aunque quizds no la mas elegante, de sortear
la primera dificultad es considerar la dltima variable como dependiente de
las otras. Asi, por ejemplo, podemos introducir formalmente en el caso del
tetraedro
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¢ =L
=L
m=m (8.15)
(=L;

1-§{-n—(=L

(segiin la definicién del capitulo anterior) y asi mantener intacta la Ec. (8.9)

y todas las demads hasta la Ec. (8.14).
Como las funciones N; vienen expresadas en funcién de L, L., etc.,

debemos observar que

ON; ON;d0L, ON; % ON;0L; ON; Q.Iﬁ

B€ ~ BL, 0¢ | 0L, 06 | 0L, 0€ ' OL, 0¢

(8.16)

Empleando la Ec. (8.15) se obtiene simplemente

ON; 8N; _ %
8¢ ~ 8L, 0L

consiguiéndose las otras derivadas como expresiones similares.
Los limites de integracién de la Ec. (8.14) cambian ahora, sin embargo,
para corresponder con los del tetraedro. En general,

/ 1 / o / T S e, ¢) de dn ¢ (8.17)

Obviamente se aplicara el mismo procedimiento en el caso de coordenadas
de 4rea en tridngulos.

Debe seiialarse que de nuevo la expresién G precisa integracion numérica,
efectuandose ésta, no obstante, sobre la region generatriz no distorsionada,
ya sea ésta tetraédrica o triangular.

Figura 8.9 Prisma triangular distorsionado.
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Finalmente, debe hacerse notar que cualquiera de los elementos
estudiados en el capitulo anterior puede sér transformado en formas mas
complejas. En algunos, como el prisma triangular, se utilizan tanto
coordenadas de area como rectangulares (Figura 8.9). Las observaciones
acerca de la dependencia de las coordenadas se aplican de nuevo con relacién
al prisma, pero el proceso seguido en la seccién presente habra aclarado el
procedimiento a seguir.

8.7 Convergencia de los elementos en coordenadas curvilineas

Para considerar los aspectos de convergencia del problema formulado en
coordenadas curvilineas conviene volver al punto original de la aproximacién,
donde se definfa un funcional de energia II, o una expresién integral
equivalente (formulacién débil), esencialmente mediante integrales de
volumen similares a la Ec. (8.5), donde el integrando era funcién de u y
de sus derivadas primeras.

Asi, por ejemplo, los principios variacionales de tipo energético discutidos
en el Capitulo 2 (y otros del Capitulo 9) podrian formularse como sigue para
una funcidén escalar u

Ou Ou
H—/()F(u,gz,gg,z,y> dﬂ+‘/I:E(u,...)dI‘ (8.18)

La transformacién de coordenadas cambia las derivadas de cualquier funcién
mediante la relacién jacobiana (8.11). Asi pues,

ou ou
8z | _ ;-1 3
oo (=IEn | (5.19)
dy an

pudiéndose expresar simplemente el funcional por una relacién de la forma
(8.18), sustituyendo z, y, etc., por £, 7, etc., manteniendo inalterado el
maximo orden de diferenciacién.

Inmediatamente se deduce que si se escogen las funciones de forma en
el espacio de coordenadas curvilineas de manera que observen las reglas
habituales de convergencia (continuidad y presencia de polinomios completos
de primer grado), se producira entonces convergencia. Mas aiin, todos los
razonamientos relativos al orden de convergencia para elementos de lado h
siguen siendo validos, con tal que h se ezprese en el sistema de coordenadas
curvilineas.

Por supuesto, todo lo dicho anteriormente se aplica a problemas que
relacionen derivadas de orden mas elevado y a la mayoria de transformaciones
univocas de coordenadas. Adviértase que el test de la parcela, tal como
se concibié en el sistema de coordenadas z, y, ... (Capitulos 2 y 11),
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ya no es aplicable en general y en principio deberia aplicarse imponiendo
campos polinémicos en las coordenadas curvilineas. En el caso de elementos
isoparamétricos (o subparamétricos), la situacién es mas ventajosa. En
este caso, un campo lineal (derivada constante segin z,y) puede siempre
reproducirse mediante el desarrollo en coordenadas curvilineas, y por
consiguiente tales elementos pasardn el test de la parcela de orden minimo
de la forma estindar.

Para demostrar esto consideremos un desarrollo isoparamétrico estindar

=) Nija;=Na N = N(£,7,() (8.20)

i=1

con las coordenadas de los nodos definiendo la tranformacién

z= Z N;z; y= 2 N;y; z= Z N;z; (8.21)

La cuestion es bajo qué circunstancias es posible que la expresién (8.20)
defina un desarrollo lineal en coordenadas cartesianas:

U =artaztazytaqz = a;+a; Z N;z;+as Z N;y;+ay z N;z; (8.22)
Si se toma

a; = ay + azz; + azy; + a4z

y se compara la expresién (8.20) con la (8.22) se observa que se obtiene una
identidad entre ellas siempre que

Y Ni=1

Como éste es el requisito normal para las funciones de forma de los elementos
estdndar [viz. Ec. (7.4)] se puede concluir que el siguiente teorema es vilido.

TEOREMA 3. Todos los elementos isoparamétricos satisfacen el criterio de
derivada constante

Dado que los elementos subparamétricos pueden expresarse como casos
particulares de la transformacién isoparamétrica, este teorema es obviamente
vélido para ellos.

Tiene interés continuar estas consideraciones y ver bajo qué
circunstancias se pueden conseguir desarrollos polinémicos de mayor orden
mediante transformaciones. El sencillo caso lineal en el que se ha
“adivinado” la solucién debe desarrollarse considerando en detalle los
términos polinémicos que aparecen en expresiones tales como la (8.20) y
(8.22) y establecer las condiciones en las que se igualan los coeficientes
adecuados.
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Nodos transformados

Figura 8.10 Transformacién bilineal de los elementos subparamétricos cuadraticos
de ocho y nueve nodos.

Considérese el siguiente problema: las circunstancias bajo las que el
cuadrildtero de la Figura 8.10, transformado bilinealmente, puede representar
completamente cualquier desarrollo cuadratico cartesiano. Se tiene

4 4
z=3 Nz y=1 Ny (8:23)
1 1

y se aksed ser capas ub reprodvi-
u = a; + az + azy + aqz’ + aszy + agy? (8.24)

Puesto que la forma bilineal de N, : contiene términos tales como 1,§,7y
£, lo anterior se puede escribir como

u =By + Baf + Ban + Bak® + Bsbn + Bon” + B’ + Pst’n + Botn® (8.25)
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donde B, a (B, dependen de los valores de a; a ag.
Se trata ahora de emparejar los términos que provienen de los desarrollos
cuadrdticos de los tipos serendipitos y lagrangianos mostrados en la

Figura 8.10(5) y (¢):

(8.262)

u
u

8

) Nia;
1
9

> Nia; (8.26b)
1

donde los términos son del tipo definido en el capitulo previo.

Para el elemento de ocho nodos (serendipito) {Figura 8.10(5)] se puede
escribir (8.26a) directamente usando los coeficientes polinémicos b;,¢ = 18,
en lugar de la variables nodales a; de la forma (teniendo en cuanta los
términos que aparecen en el tridngulo de Pascal):

u = by + baf + by + bal? + bsén + ben® + brén’ + bsé™n (8.27)

Es inmediatamente evidente que para valores arbitrarios de 3, a S,
es imposible emparejar los coeficientes b, a by, debido a la ausencia del
término ¢%n? en la Ec. (8.27). [Sin embargo, si se utilizan expansiones de
tipo serendipito de mayor orden (cuarticas, etc.) este emparejamiento seria
evidentemente posible, y se puede concluir que los elementos de la familia
serendipita de orden cuatro o mayor, linealmente distorsionados, son siempre
capaces de representar campos cuadraticos.]

Para el elemento lagrangiano de nueve nodos [Figura 8.10(c)] el desarrollo
similar a (8.27) es .

w = by + b€ + ban + be€® + - - - + be€?n + botn? (8.28)

y el emparejamiento de los coeficientes de las Ecs. (8.28) y (8.25) se puede
hacer directamente. .

Por tanto, se puede concluir que los elementos de nueve nodos representan
mejor los polinomios cartesianos (cuando estan distorsionados linealmente),
y son preferibles para modelar soluciones “suaves”.j En la Figura 8.11 se
da una prueba de esto. En ella se consideran los resultados de un célculo
de elementos finitos, con elementos de ocho y nueve nodos, respectivamente,
usados para reproducir la solucién de una sencilla viga en donde se sabe
que la respuesta exacta es cuadratica. Sin distorsion ambos elementos
dan resultados exactos, pero al distorsionarlos sélo el de nueve nodos sigue
haciéndolo mientras que el de ocho nodos da tensiones muy fluctuantes.

f Los autores agradecen al Prof. M. Crochet de la Universidad de Lovaina por sefialar
esta sencilla demostracién.
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Malla regular (R)

(@) Elementos de 8 y 9 nodos

Exacta

aRrR=89) _
o5/ =9
Ar=8
{2
Exacta
A
b A
A Ja)

(c)

A

Q Defleccién

1000
900

800

Tensién o,

en la seccién A-A
{(punto de Gauss)

700

600

500

400

Figura 8.11 Elementos cuadraticos serendipitos y lagrangianos de ocho y nueve
nodos en forma regular y distorsionada. Flecha elastica para una viga
sometida a momento constante. Nétese la pobreza de los resultados

del elemento de ocho nodos.
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Razonamientos similares llevan a la conclusién de que en tres dimensiones
s6lo el elemento lagrangiano de 27 nodos es capaz de reproducir exactamente
polinomios cuadréticos en coordenadas cartesianas cuando esté deformado
linealmente.

El lector puede extender estos razonamientos a desarrollos de mayor
orden, por ejemplo, a la modelizacidén de respuestas cubicas. Una discusién
completa de tales problemas se puede encontrar en Wachspress.?

8.8 Integracién numérica unidimensional

Ya se vio en el Capitulo 4, al tratar un problema relativamente
sencillo de distribucién de tensiones en un cuerpo de revolucién con
elementos triangulares simples, que la integracién exacta de las expresiones
de las matrices de los elementos podria ser dificultosa. Ahora, para
los mas complejos elementos distorsionados, la integracién numérica es
imprescindible.

Aqui resumiremos algunos fundamentos de la integracién numérica, junto
con tablas de los coeficientes numéricos convenientes.

Para encontrar numéricamente el valor de la integral de una funcién de
una variable puede seguirse uno de varios procedimentos.°

8.8.1 Cuadratura de Newton-Cotes.t En el procedimiento mds obvio,
los puntos en los que se precisa el valor de la funciéon se determinan a
priori —generalmente separados por intervalos iguales—, haciendo pasar un
polinomio por los valores de la funcién en esos puntos y procediendo a su
integracién exacta [Figura 8.12(a)]. .

Como “n” valores de la funcién definen un polinomio de grado n — 1, el
error sera del orden O(h™), donde h es el tamaifio del elemento. Esto conduce
a la conocida férmula de la cuadratura de Newton-Cotes. Las integrales
pueden escribirse

l n
1= [ 10 de= 3 Hs(@) (8.29)
—1 7

para un intervalo de integracién entre —1y +1 [Figura 8.12(a)]. Por ejemplo,
si n = 2, resulta la conocida regla del trapecio:

I=f(-1) + f(1) (8.30)

para n = 3, obtenemos la regla “del tercio” de Simpson:

= 2UF(=1) + 4£(0) + () (831)

t “Cuadratura” es un término anilogo al de “Integracién numérica”.
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*f

]
S(&s)
(a) Sy
-1 0 !
—
A - 1
=93
I'Yi
(b)
f(&) f(&y)
S(E4)
jé,) J
-1 0 1
—
]
0.33998 (
0.86114 '

Figura 8.12 Integraciones de Newton Cotes (a) y de Gauss (b). Cada una integra
exactamente un polinomio de séptimo grado [es decir, con un error

de O(RY)].

y paran = 4:
1 1 1
= U1 +3f(=3) +3£(3) + £(1)] (8:32)

En el texto de Kopal,'® pueden encontrarse las férmulas para los valores
de n hasta 21.

8.8.2 Cuadratura de Gauss. Si en lugar de especificar a priori la posicién
de los puntos en-los que se precisa el valor de la funcién hacemos que éstos
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TABLA 8.1

ABSCISAS Y COEFICIENTES DE PESO DE LA FORMULA DE

LA CUADRATURA DE GAUSS

1 n
/ f(2) de = 3 Hif(as)
-1 o

+a
0
0-57735 02691 89626

0-77459 66692 41483
0-00000 00000 00000

0-86113 63115 94053
0-33998 10435 84856

0-90617 98459 38664
0-53846 93101 05683
0-00000 00000 00000

0-93246 95142 03152
0-66120 93864 66265
0-23861 91860 83197

0-94910 79123 42759
0-74153 11855 99394
0-40584 51513 77397
0-00000 60000 00000

0-96028 98564 97536
0-79666 64774 13627
0-52553 24099 16329
0-18343 46424 95650

0-96816 02395 07626
0-83603 11073 26636
0-61337 14327 00590
0-32425 34234 03809
0-00000 00000 060000

0-97390 65285 17172
0-86560 33666 88985
0-67940 95682 99024
0-43339 53941 29247
0-14887 43389 81631

n=1
n=2
n=3
n=4
n=>5
n==6
n=17
n=28
n=9
n=10

H

2-00000 00000 00000

1-00000 00000 00000

0-55555 55555 55556
0-88888 88888 88889

0-34785 48451 37454
0-65214 51548 62546

0-23692 68850 56189
0-47862 86704 99366
0-56888 88888 88889

0-17132 44923 79170
0-36076 15730 48139
0-46791 39345 72691

0-12948 49661 68870
0-27970 53914 89277
0-38183 00505 05119
0-41795 91836 73469

0-10122 85362 90376
0-22238 10344 53374
0-31370 66458 77887
0-36268 37833 78362

0-08127 43883 61574
0-18064 81606 94857
0-26061 06964 02935
0-31234 70770 40003
0-33023 93550 01260

0-06667 13443 08688
0-14945 13491 50581
0-21908 63625 15982
0-26926 67193 09996
0-29552 42247 14753
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se encuentren en puntos que se determinan de manera que se alcance la
mayor precisién posible, para un nimero de puntos dado pueden conseguirse
resultados més exactos. De hecho, si consideramos de nuevo que

1 n
1= [ 6 de= Y ms(e) (8.33)

y volvemos a suponer una expresién polinémica, es facil ver que para n puntos
tenemos 2n incdgnitas (H; y &;), y por tanto se puede construir un polinomio
de grado 2n — 1 y obtener su integral exacta [Figura 8.12(4)]. El error seria
asi de orden O(h?").

Las ecuaciones simultdneas que se manejan son dificiles de resolver, pero
algo de manipulacién matematica demuestra que la solucién puede obtenerse
explicitamente en funcién de polinomios de Legendre. Por ello, este método
particular suele ser conocido como cuadratura de Gauss-Legendre.

En la Tabla 8.1 se muestran las posiciones y los coeficientes de peso para
la integracién de Gauss.

En el andlisis por elementos finitos los cdlculos méis complicados son los
relativos a la determinacién de los valores de f, que es la funcién a integrar.
Por tanto, el procedimiento de Gauss es idealmente el mas favorable, puesto
que requiere un niimero minimo de dichas evaluaciones, y a partir de ahora
serd utilizado exclusivamente.

Pueden deducirse otras expresiones para las funciones integrales del tipo

1 n

1= [ w(ore) & = Y Hs(e) (8.34)
- 1

para formas de w(£) preestablecidas, nuevamente integrando un desarrollo

de f(¢) hasta un determinado grado de precision.

8.9 Integracién numeérica en regiones rectangulares o prisméticas
rectas

La manera mas evidente de calcular la integral

1 1
I= /_ 1 /_ fem) de dn (8.35)

es calcular primero la integral interior manteniendo 7 constante, es decir,
1 n
[ ) de = 3 Hyftgsm) = 9t (836)
_ =

Calculando de igual manera la integral exterior, obtenemos
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provechosamente!? algunas férmulas de este tipo para paralelepipedos

tridimensionales.
1
0 0 9 8.10 Integracién numérica en regiones triangulares o tetraédricas
n Para un tridngulo, las integrales en funcién de las coordenadas de area
! son de la forma
-1l o o |!
4 5 ¢ 6 1 ,1-I
I = / / f(LleLs) sz d.[/1 (8.40)
1 2 3 0 Jo
o o o
1 TABLA 8.2
FORMULAS PARA INTEGRACION NUMERICA DE TRIANGULOS
. . B ord Fi E P Coordenadas
Figura 8.13 Puntos de integracién para n = 3 en una regién cuadrada. (Exacto rden 1gura Tror untos Triangulares Pesos

para un polinomio de quinto grado en cada direccién).
1 n n n n n Lineal A R=0(h?) a %. %» % 1
I= / Y(nydn=Y_ Hyp(ni)=d_ Hi Y Hif(6mi)=)_ > HiH;f(&j,m:) )
-1 — — — — =
1=1 =1 Jj=1 1=13=1
(8.37)
Analogamente, para un prisma recto se obtiene
a 11, 1
1 1 41 n non e 3
- s
1=[ [ [ e 0dedndc =Y 30 S HH H (6 my06m) (838) Cuadritico R=0(R) b 0.4, !
—1J/-1/-1 m=1j=1i=1 c 1,1 L
En las expresiones anteriores se ha supuesto un numero igual de puntos
de integracién en cada direccién. Evidentemente ello no es necesario y
en ocasiones puede ser conveniente utilizar un ndimero diferente en cada s a7
direccién de integracion. N 3133 T8
Es de interés hacer notar que en realidad la suma doble puede . A b 0.6,0.2,0.2
. . g . Ciibico R = 0(hY) c 0.2,0.6,0.2 25
interpretarse sin dificultad como una sencilla sobre (n x n) puntos en el caso 4 02 0.2 06 18
de un recténgulo (o n® puntos en el caso de un cubo). Asi, en la Figura 8.13 o
se muestran los nueve puntos que dan por resultado integrales exactas de 111
e a 111 0.2250000000
orden 5 en cada direccion. R aﬁJﬁB
’ . . . . al! 1y 1
‘ Podfllamos, sin embargo,-abor‘dar el pr.oblema dxrectament‘:e y exigir una Quinto R = O(h) . B B, 0.1323941527
integracién exacta de un polinomio de quinto grado en dos direcciones. En d 8., 8.,
cada punto de Gauss han de determinarse dos coordenadas y el valor de f ‘& e a;, 5,58
para introducirlos en una férmula de ponderacién del tipo f B, a2 Ba 0.1259391805
g B2, Bay
1 1 il con
1= [ [ e dean= 3 wir(em) (8.39) Y
_1J-1 - B, = 0.04701420641

. a, = 0.7974269853
Resulta que en este caso basta solamente con siete puntos para obtener B, = 0.1012865073

el mismo grado de precisién. Irons'! ha desarrollado y se han empleado
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TABLA 8.3
FORMULAS PARA INTEGRACION NUMERICA DE TETRAEDROS
Nro.  Orden Figura Error Puntos ?::_ :?dl:id;s Pesos
1 Lineal R=0(r?) a 1,443 1
a a?ﬂ' ﬂ! ﬁ %
2 Cuadratico R = 0O(h?) b B,a,8,8 %
¢  BfBe,f i
d  B,6,B«a i
a = 0.58541020
B =0.13819660
SRS B
b 1111 9
2'6'6'6 20
3 Ciibico R = O(h*) ¢ 1111 =
d L1111 9
66’2’6 20
1111 9
€ 616162 20

De nuevo podriamos hacer uso de n puntos de Gauss y llegar a una
expresién sumatoria como las empleadas en la seccién anterior. Sin embargo,
en los limites de integracién aparece ahora la variable misma y es conveniente
emplear puntos de Gauss especiales para integrales del tipo de la Ec. (8.34),
en donde w es una funcién lineal. Dichas férmulas han sido desarrolladas por
Radau!? y utilizadas provechosamente en el campo de los elementos finitos.!*
Es, sin embargo, mucho mds deseable (y estético) hacer uso de férmulas
especiales en las que no se dé preponderancia a ninguna de las coordenadas
naturales L;. Dichas férmulas han sido deducidas por Hammer et al!® y
Felippa'® y en la Tabla 8.2!7 se da una lista de los puntos de integracién y
sus coeficientes de peso correspondientes. (En la pagina 184 de la referencia
6 se ofrece una relacién mas completa de férmulas de orden mas elevado
deducidas por Cowper.)

Se puede obviamente ampliar lo anterior al caso del tetraedro, y en la
Tabla 8.3 se presentan algunas de las férmulas correspondientes basadas en
la referencia 15.

—
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8.11 Orden de integracién numérica necesario

Al sustituir la integracién exacta por la numérica se introduce un error
adicional en los cédlculos y a primera vista parece que el mismo deberia
reducirse lo mds posible. Es evidente que el coste de la integracion numeérica
puede ser de bastante consideracidn, y en algunos de los primeros programas
la formulacién numérica de las caracteristicas del elemento representaba un
tiempo de computador comparable al de la subsiguiente resolucion de las
ecuaciones. Es de interés, pues, determinar: a) los requisitos de integracién
minimos que permitan convergencia; y b) los requisitos de integracién
necesarios para que se preserve el orden de convergencia que resultaria si
se efectuara una integraciéon exacta.

Se verd mas adelante (Capitulos 11 y 12) que en realidad el empleo
de érdenes de integracién superiores a los realmente necesarios segiin b)
constituye una desventaja segura, puesto que por razones muy claras los
errores debidos a la discretizaciéon y a la integracién inexacta se anulan
mutuamente.

8.11.1 Orden de integracién minimo para convergencia. En los problemas
donde la aproximacién estd definida por el funcional de energia (o su
equivalente expresidn integral de Galerkin) ya se ha establecido que existird
convergencia con tal que pueda reproducirse cualquier valor constante
arbitrario de las derivadas m-simas. En el caso presente m = 1 y se requiere
por consiguiente que pueda integrarse correctamente un valor constante G en
integrales de la forma (8.5). Asi pues, para que haya convergencia es preciso
calcular correctamente el volumen del elemento f;;dV. En coordenadas
curvilineas podriamos asi sostener que [, det|J| d{ dn d¢ ha de ser calculada
exactamente.®

Claramente se podria argiiir que incluso esta condicién es demasiado
restrictiva, y que bastarfa con calcular correctamente [, d( dn d¢ para
conseguir la convergencia. Segin esto, basta con cualquier integracion cuyo
error sea del orden O(h). Se vera que un orden de integracién tan bajo suele
ser impracticable, aunque en realidad ya ha sido empleado en el Capitulo 4
para problemas de revolucién.

8.11.2 Orden de tintegracion y pérdida de convergencia. En un problema
general ya hemos encontrado que la evaluacién de Ia energia aproximada
mediante elementos finitos (y, por supuesto, todas las demds integrales que
aparecen en una aproximacién del tipo de Galerkin, viz. Capitulo 9) era
exacta hasta el grado 2(p — m), donde p era el grado del polinomio completo
presente y m el orden de las derivadas que aparecian en las expresiones
correspondientes.

N. del T. El orden de integracién se define como el nimero de puntos de integracién que se
toman en cada direccién local del elemento. Una Cuadratura de Gauss de orden n integra
exactamente un polinomio de grado 2n — 1 en una direccién.
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Si la integracidén numérica es exacta para un polinomio de grado 2(p—m),
o presenta un error igual o menor que O(hz(P—m)'H), no tendri lugar
entonces pérdida de convergencia.} Si en coordenadas curvilineas tomamos
una dimensién curvilinea de un elemento h la misma regla es aplicable. Para
problemas de continuidad Cj (o sea, m = 1), las férmulas de integracién
deben ser como sigue:

p =1, elementos lineales O(h)
p =2, elementos de segundo orden O(h%)

p = 3, elementos de tercer orden O(h5)

Mas adelante se vera cémo se emplean estos resultados en la practica,
pero conviene advertir que para un cuadrilatero o un triangulo lineales basta
un solo punto de integracién. Para cuadriliteros (o paralelepipedos) la
integracién de Gauss 2 x 2 (o 2 x 2 X 2) es lo adecuado, y para tridngulos (o
tetraedros) cuadréticos son precisas las formulas de las Tablas 8.2 y 8.3 para
tres (y caatro) puntos.

Los teoremas fundamentales de esta seccién se han presentado y
demostrado numéricamente en diferentes publicaciones.!8-2!

8.11.3 Singularidad de las matrices debido a la tniegracién numérica. El
resultado final de toda aproximaciéon mediante elementos finitos en problemas
lineales es un sistema de ecuaciones de la forma

Ka+f=0 (8.41)

al que se han incorporado las condiciones de contorno y que debe, tras
despejar los parametros a, proporcionar una solucién aproximada a la
situacién planteada. Si dicha solucién es tnica, como es el caso en los
problemas reales bien planteados, la matriz K no debe ser singular. Hemos
supuesto a priori que éste era el caso con la integracién exacta, y en general
asi ha ocurrido. En la integracién numérica puede presentarse singularidad
para érdenes de integracién bajos, y esto puede hacer que estos érdenes sean
impracticables. Es facil demostrar que, bajo ciertas circunstancias, debe
aparecer singularidad de K, siendo mucho mas dificil demostrar lo contrario.
Nosotros, por consiguiente, nos concentraremos en el primer caso.

En la integracién numérica se sustituyen las integrales por una suma
ponderada de relaciones lineales independientes entre los pardmetros nodales
a. Estas relaciones lineales proporcionan la tnica informacién para construir
la matriz K. Si el nimero de incdgnitas a es mayor que el de relaciones
independientes disponibles en todos los puntos de integracion, la matriz K
es enlonces singular.

t Para un principio energético el uso de cuadraturas puede implicar la pérdida de
acotacién para II{a).
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X Puntos de Integracién (3 relaciones independientes)

o Punto nodal con 2 grados de libertad

I —

X (a)

X 4 (b)
//;A : 1

X,
f
-

NN

O
L
e

ONNN
b3

<

1, .
%x xlx x |
i,

P Suprimidos los dos
Y
2 grados de libertad

A Suprimido un grado
de libertad

LINEAL CUADRATICO
Grados de Relacién Grados de Relacién
Libertad Independiente Libertad Independiente

4x2-3=5 > 1x3=3
singular

(a)

2x8-3=13 > 4x3=12

singular

6x2-3=9 > 2x3=6
singular

(%)

13x2-3=23 > 8x3=24

(c) 25x2-18=32 < 16x3 =48

48 x2=96 < 64x3=192

Figura 8.14 Comprobacién de la singularidad de la matriz en problemas de
elasticidad bidimensional (a}, (b) y (c).
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Para ilustrar este punto, consideremos problemas de elasticidad
bidimensional que traten con elementos cuadrildteros lineales y parabélicos
con cuadraturas de uno y cuatro puntos, respectivamente.

En tales casos, en cada punto de integracidn se emplean tres
“relacionés de deformacién” independientes y el nimero total de relaciones
independientes es igual a 3 x (niimero de puntos de integracién). El nimero
de incégnitas a es simplemente 2 x (nimero de nodos) menos el nimero de
grados de libertad restringidos.

Se muestran en las Figuras 8.14(a) y (b) un elemento aislado y un
ensamblaje de dos elementos con las condiciones minimas de desplazamiento
en los apoyos que eviten sus movimientos como sélido rigido. Efectuando
calculos sencillos se demuestra que sélo es posible eliminar la singularidad en
el caso de los elementos de segundo orden, y que todos los otros casos son
estrictamente singulares.

En la Figura 8.14(c) se consideran mallas superabundantemente
apoyadas de ambos tipos de elementos, y en este caso las matrices que se
obtienen para los dos tipos pueden no ser singulares, aunque pueden aparecer
cuasi-singularidades locales que llevan a resultados no satisfactorios (viz.
Capitulo 11).

El lector podria muy bien considerar el mismo ensamblaje, pero
nuevamente con las condiciones minimas de ligadura de tres grados de
libertad en los apoyos. El ensamblaje de elementos lineales con un solo punto
de integracién serd singular, mientras que el formado por los de segundo
orden se comportard correctamente.

Por la razén recién apuntada, los elementos lineales de un solo punto no
suelen utilizarse con frecuencia mientras que la cuadratura de cuatro puntos
es casi universal, hoy en dia, para elementos cuadraticos.

En el Capitulo 11 volveremos al problema de convergencia y se indicaran
los peligros debidos a las singularidades locales de los elementos.

Sin embargo, es interesante mencionar que en el Capitulo 12 buscaremos
de hecho la singularidad con fines especiales siguiendo precisamente los
mismos razonamientos.

8.12 Generacién de mallas de elementos finitos mediante
transformaciones. Funcién de comprobacién

Se habri observado que es ficil obtener una subdivisién grosera del
dominio a analizar con un nimero pequefio de elementos isoparamétricos.
Si se utilizan elementos de segundo o tercer ordem, el ajuste de éstos
a contornos relativamente complejos es razonable, como se aprecia en la
Figura 8.15(a), donde se especifica una regién dividida mediante cuatro
elementos cuadraticos. Este niimero de elementos seria demasiado pequeiio
a efectos de andlisis, pero puede efectuarse automdticamente una simple
subdivision en elementos mds pequerios sin mis que, por ejemplo, asignar
nuevas posiciones de nodos en los puntos centrales de las coordenadas
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curvilineas y deducir asi un nimero mayor de elementos similares, tal como
se muestra en la Figura 8.15(b). Por supuesto, la subdivisién podria llevarse
a cabo progresivamente para engendrar una region de elementos triangulares.
El proceso permite, pues, deducir con un niimero pequefio de datos iniciales
(input data), una malla de elementos finitos de cualquier refinamiento que se
desee. En la referencia 22 se desarrolla este procedimiento de generacién de
mallas para sélidos y superficies en dos y tres dimensiones que probablemente
resulta ser uno de los medios de subdivisién mas eficaces.

La principal desventaja del método de generacién sugerido es el hecho
de que los contornos originalmente circulares de la Figura 8.15(a) estan
aproximados por sencillas paribolas y en ellas puede producirse un error
geométrico. Para vencer esta dificultad se puede adoptar otro método de
generacion, desarrollado originalmente para representar formas complicadas
de carrocerias de automéviles.?®?* En este procedimiento de generacién, la
incégnita u se interpola mediante funciones de composiciéon de manera que se
satisfagan ezactamente sus variaciones a lo largo de los bordes de un dominio
cuadrado (¢, 7). Si en una expresién paramétrica del tipo de la Ec. (8.1) se
emplean las coordenadas z e y, podrd representarse entonces cualquier region
compleja mediante un solo elemento. En realidad, asi ha sido generada la
regi6n de la Figura 8.15%%, habiéndose obtenido directamente una subdivisién
de la malla sin ningin error geométrico en el contorno.

Los procedimientos de composicién son de importancia considerable y se
han utilizado para originar algunas familias de elementos interesantes® (que

(a)

(%)

(¢)

Figura 8.15 Generacién automética de una malla mediante elementos cuadraticos
isoparamétricos. (a) Especificacién de los puntos de la malla. (b)
Subdivisién automatica en elementos isoparamétricos mas pequefios.
(¢) Subdivisién automatica en tridngulos de primer orden.
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de hecho incluyen los elementos serendipitos como subclase). Para explicar
el proceso, mostraremos a continuacién cémo puede interpolarse una funcién
con una variacién en el contorno preestablecida.

Consideremos una regién —1 < £, n < 1, representada en la Figura 8.16,
en cuyos bordes se especifica una funcién ¢ [o sea, se dan ¢(—1,7), ¢(1,7),
#(€,—1) y ¢(£,1)]. El problema que se presenta es interpolar una funcién
#(€,m) para obtener una superficie alisada que reproduzca exactamente los
valores de contorno. Escribiendo

NY (& =(1-¢/2 N (&)=(1+¢)/2
N'(n)=(1-n)/2 N(p)=Q1+n)/2

|
para nuestras habituales funciones lineales de interpolacién en una dimensién,
advertimos que

(8.42)

Ppé = N*(n)$(€,1) + N'(n)(¢,-1) (8.43)

interpola linealmente las funciones impuestas en la direccién 7, tal como se
muestra en la Figura 8.16(b). Similarmente,

Peg = N*(&)¢(n,1) + N'(€)d(n,-1) (8.44)

interpola linealmente en la direccién ¢ [Figura 8.16(c)]. Elaborando una
tercera funcién que sea una interpolacién lagrangiana de tipo lineal, como
las que ya hemos encontrado con anterioridad [Figura 8.16(d)], o sea,

PePyp = N (E)N(n)$(1,1) + N* ()N (n)g(1,-1)+

2 R L . (8.45)
+ NY(N*né(-1,1) + N (N (n)$(-1,-1)

observamos que

¢ = Py + Ped — P Pysp (8.46)

es una superficie alisada que interpola exactamente las funciones de contorno.

La extensién a funciones de orden de combinacién mds elevado es casi
evidente, y el método para transformar la regién cuadrilateral -1 < ¢, 7 <1
en cualquier forma arbitraria es obvio inmediatamente.

8.13 Dominios infinitos y elementos infinitos

8.13.1 Introduccion. En muchos problemas de ingenieria y de la fisica
se presentan dominios infinitos o semi-infinitos. Un tipico ejemplo de
mecénica estructural puede ser, por ejemplo, el de excavacién tridimensional
(o axisimétrica) mostrado en la Figura 8.17. Aqui el problema es determinar
las deformaciones en un semi-espacio semi-infinito debido a la disminucién de
carga con la especificacién de desplazamientos nulos en el infinito. Problemas
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N N2 ()

=1

LDy

(O} e

Figura 8.16 Etapas de construccién de una interpolacién por composicién (a), (),

(¢)y (d).

similares abundan en electromagnetismo y en mecdnica de fluidos, pero la
situacién ilustrada es tipica. La cuestién es cémo se puede tratar tales
problemas con un método de aproximacién en que se usan elementos de
tamafio decreciente en el proceso de modelizacién. La primera respuesta
intuitiva es la ilustrada en la Figura 8.17, donde la condicién de contorno
en el infinito se impone en un contorno infinito situado a una distancia
grande del objeto. Esto, sin embargo, presenta la cuestion de qué es una
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(a) : (8)
Tratamiento Solucién usando
convencional elementos infinitos

g !

u=
Impuesto en un
contorno arbitrario

T
u=0enr=00

Elemento “infinito”
con dos nodos en el oo

Figura 8.17 Un dominio semi-infinito. Deformaciones en una cimentacién debidas
ala disminucién de carga después de una excavacién. (8) Tratamiento
convencional y (b) uso de elementos infinitos.

“distancia grande”, y obviamente se pueden cometer errores substanciales
si este contorno se sitda suficientemente lejos. Por otro lado, llevar este
contorno excesivamente lejos precisa la introduccién de un gran numero
de elementos para modelar regiones de relativamente poco interés para el
analista.

Se han propuesto muchos métodos para evitar tales dificultades
“infinitas”. En algunos se usa una sucesién de mallas anidadas y sederiva una
relacién de recurrencia.?®?” En otros, una solucién exacta de tipo contorno
se usa acoplada al dominio de elementos finitos.?82® Sin embargo, sin duda,
el tratamiento mas efectivo y eficiente es el uso de “elementos infinitos” 30-33
desarrollados originalmente por Bettes. En este proceso los elementos finitos
convencionales se acoplan a elementos del tipo mostrado en la Figura 8.17(b),
que modelan de forma razonable el material que se extiende hasta el infinito.
La forma de tales elementos y su tratamiento se consigue tranformandolos®®$?
en un cuadrado unidad (o en una linea en una dimensién, o en un cubo en
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tres dimensiones). Sin embargo, es esencial que la secuencia de funciones de
prueba introducidas en el dominio transformado sea tal que éstt.L sea c.omple.ta
y capaz de modelar el comportamiento real a medida que la distancia ;?,dlal
r aumenta. Resulta ventajoso que las funciones de forma puedan aproximar
una secuencia de la forma decreciente

G, b (8.47)
T

donde C; son constantes arbitrarias y r es la distancia radial desde el “foco”
del problema. N

En la subseccién siguiente se introduce una funciéon de forma capaz de
hacer justamente esto.

8.13.2 La funcidn de transformacién. La Figura 8.18 ilustra los principios de
generacion de la funcién de tranformacién.

Comenzaremos con una transformacién uni-dimensional a lo largo de la
linea CPQ, que coincide con la direccién z. Considérese la siguiente funcién:

z = —1-£—sz+ (1+%E) zq (8.48a)

—0 &

Interpolacién
Q

»» —— Renel >

P,

Interpolacién

P, Q

Figura 8.18 Linea infinita y transformacién del elemento. Interpolacién lineal en 7.
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y se observa inmediatamente que

£=0 correspondea z=zq
L]

E=1 corresponde a & = 0o

zq +<z
&£ =—1 correspondea z = ——9-2——0 =zp
donde zp es un punto a media distancia entre Q y P.
Alternativamente la transformacién se puede escribir directamente en
funcién de las coordenadas de P y Q, o por simple eliminacién de z¢. Esto

da, usando la notacién anterior
I

1-¢)% 1-¢

Ambas formas dan una transformacién que es independiente del origen
de la coordenada z, ya que

T = NQa:Q + Npzp = (1 + % ) % Tp (848b)

No+ Np=1=Nc+ Ng (8.49)

El significado del punto C es, sin embargo, de gran importancia.
Representa el centro en el que se origina la “perturbacion” y, como se
mostrara a coritinuacién, permite que se cumpla el desarrollo de la forma
de la Ec. (8.47) suponiendo que r se mide desde C. Por tanto

r=2—z¢ (8.50)

Si, por ejemplo, la funcién incégnita u se aproxima mediante una funcién
polinémica usando, digamos, funciones de forma jerarquicas, y dando

u=ao+aif +axt’ +ast’+ - (8.51)

se puede resolver ficilmente la Ec. (8.48a) para obtener

§=1_M=1~M (8.52)
T — g r

La substitucién en la Ec. (8.51) muestra que se obtiene una serie de la
forma dada por la Ec. (8.47), con la funcién lineal en { correspondiendo a
los términos 1/, la cuadratica a 1/7%, etc.

Por tanto, en una dimensién se han cumplido los objetivos sefialados y el
elemento convergera a medida que el grado de la serie polinémica, p, aumente.
Ahora es necesario la generalizacién en dos y tres dimensiones. Es facil
ver que esto puede conseguirse por simples productos de la transformacion
unidimensional infinita con una funcién de forma de tipo “estandar” en las
direcciones de 1 (y (), de la forma indicada en la Figura 8.18.
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Primero, se generaliza la interpolacién de las Ecs. (8.48) para cualquier
linea recta en el espacio z,y,z y se escribe (para una linea tal como la
C1,P1,Q, en la Figura 8.18):

lffmcl+ (l-}-ﬁ) zQ,

z=—
v £ v, + (1 + I'f;“g) Yo, (8.53)
z = —Lz + (1 + L) z (en tres dimensiones)

1-¢4 1+¢)°%

Segundo, se completa la interpolacién y se transforma todo el dominio
&n(¢) anadiendo una interpolacién “estdndar” en las direcciones n({). Por
tanto, para la interpolacién lineal mostrada se puede escribir para el elemento

PP;QQ,RR; de la Figura 8.18,

z=Ni(n) [— 1 E 5:cc (l + 167) zq] + No(n) (—l—fgzcl + ri—gqu) , etc.
(8.54)
con
M) =21 Ny = 127
y tranformar estos puntos de la manera mostrada.

De forma similar se pueden usar interpolaciones cuadraticas y
transformar un elemento como el mostrado en la Figura 8.19 usando funciones
cuadraticas en 7.

Por tanto, es una cuestion sencilla crear elementos infinitos y unir éstos
a una malla de elementos estandar como se muestra en la Figura 8.17(5). El
lector observara que en la generacién de las propiedaddes de tales elementos
sélo la matriz jacobiano de transformacién es diferente de las formas estandar,
por lo que sdlo esto debe ser modificado en programas convencionales.

El “origen” o “polo” de coordenadas C puede ser fijado arbitrariamente
por cada linea radial, como muestra la Figura 8.18. Esto se hace con
conocimiento de la solucién fisica esperada.

En la Figura 8.20 se muestra una solucién al problema de Boussineq
(carga puntual en un semi-espacio eldstico). Se comparan los resultados
usando desplazamientos prescritos o elementos infinitos, y se observan
diferencias grandes en la solucién. En este ejemplo se toma la carga puntual
como polo de cada elemento por razones obvias.

La Figura 8.21 muestra cémo elementos infinitos similares (de tipo lineal).
pueden dar excelentes resultados, incluso cuando se combinan con muy pocos
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en el oo

Figura 8.19 Tranformacién de elemento infinito. Interpolacién cuadratica en 7.

elementos estandar. En este ejemplo se usa una solucién de la ecuacién de
Laplace para el flujo de un fluido irrotacional (viz. Capitulo 10), y los polos
de los elementos infinitos se eligen en puntos arbitrarios de la linea central
del ala.

Para concluir esta seccién destacaremos que el uso de los elementos
infinitos (y, de hecho, el de cualquier otro elemento finito) debe estar
respaldado por un conocimiento analitico, y que no pueden esperarse
“milagros”. Por tanto, el usuario no debe esperar, por ejemplo,
resultados excelentes tales como los mostrados en la Figura 8.20 para los
desplazamientos de un problema de elasticidad plana. Es “bien sabido” que
en este caso los desplazamientos para una carga arbitraria que no sea auto-
equilibrada son infinitos, y los nimeros obtenidos en los calculos no lo seran.

ELEMENTOS TRANSFORMADOS E INTEGRACION NUMERICA 197

Elemento Elemento estindar
estandar infinito

0.6—
n
.:’._). - Exacta
i)
8
0.4
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> —
8
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E o2
=
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0.0 ] | ] \43 z
0 1 2 3 4

Figura 8.20 Carga puntual en un semi-espacio infinito (problema de Boussinesq).
Elementos lineales estandar y elementos infinitos (E = 1,» = 0.1,

p=1).

8.14 Elementos singulares por transformacién para mecanica de
fractura, etc.

En el estudio de la mecénica de fractura a menudo se centra el
interés en el punto singular, donde cantidades tales como las tensiones se
vuelven (matemadticamente, pero no fisicamente) infinitas. Cerca de tales
singularidades las aproximaciones usuales de elementos finitos basadas en
polinomios se comportan mal, y a menudo se han hecho esfuerzos para
incluir funciones especiales en un elemento que modelen la funcién singular
que se conoce analiticamente. Las referencias {34] a [69] proporcionan
una extensa revisién bibliografica del problema y de su solucién mediante
técnicas de elementos finitos. Una alternativa a la introduccién de funciones
especiales dentro de un elemento — que frecuentemente plantea problemas
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Elementos infinitos

Figura 8.21 Flujo irrotacional alrededor de la seccién de ala NACA0018.*° (a)
Malla de elementos isoparamétricos bilineales 'y elementos infinitos.
(b) Resultados para la velocidad paralela a la superficie. Calculados
y —analiticos.

de continuidad con los elementos estdndar adyacentes — es el uso de técnicas
de transformacion alternativas.

Un elemento de este tipo, mostrado en la Figura 8.22(a), fue
introducido casi simultineamente por Henshell y Shaw®® y Barsoum®*” para
cuadrildteros, desplazando simplemente el nodo central de los elementos
isoparaméricos cuadraticos a una distancia de un cuarto de la longitud del

lado.

Se puede demostrar (y se deja este ejercicio para el lector curioso) que
a lo largo de los lados del elemento las derivadas % (o deformaciones)
varian segin 1/4/r, donde r es la distancia desde el nodo esquina en el que
aparece la singularidad. Aunque se pueden obtener buenos resultados con

tales elementos, la singularidad no queda, de hecho, bien representada en
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(a)

1 = >

Figura 8.22 Elementos singulares a partir de elementos isoparamétricos
degenerados (a), (b) y (¢).

lineas que no estén sobre los lados del elemento. Un desarrollo sugerido
por Hibbitt®® consigue mejores resutados usando elementos triangulares de
segundo orden [Figura 8.22(b)].

Realmente, el uso de elementos isoparamétaricos distorsionados o
degenerados no se reduce a las singularidades elasticas. Rice®® demuestra que
en el caso de plasticidad se desarrolla una singularidad en la deformacién de
cortante del tipo 1/r y Levi et al.*® usan un cuadrildtero lineal isoparamétrico
para generar una singularidad por el simple método de colapsar dos nodos,
pero tratando sus desplazamientos independientemente. Una variante de esto
se debe a Rice y Tracey.*?

Los elementos que se acaban de describir son evidentemente simples de
implementar sin cambio alguno én un programa estindar de elementos finitos.

8.15 Ventajas computacionales de los elementos finitos integrados
numéricamente’

Una ventaja considerable, posible con elementos finitos integrados
numéricamente, es la versatilidad que puede conseguirse con un programa
de computador inico.

Se observa que para un tipo de problemas dado, las matrices generales
tienen siempre la misma forma [ver el ejemplo de la Ec. (8.8)] cuando se
expresan mediante la funcién de forma y sus derivadas.

Para proceder a la evaluacién de las propiedades del elemento es
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necesario: primero, definir la funcién de forrma y sus derivadas; y segundo,
especificar el orden de integracion.

El cilculo de las propiedades de los elementos se compone, por tanto, de [
tres partes distintas, tal como se muestra en la Figura 8.23. Para un tipo i Densidad 0.2831b/pies®
de problema dado, s6lo es necesario cambiar la definicién de las funciones de 22 500 r/min
forma para poder usar un nimero variado de elementos.

|
“ d-q-0-5506
010+
. ! 456
Definicién de las
funciones de forma | T | Formulacién on
gener
para un tipo
particular de
Orden de matriz de
Integracién — | los elementos :
18 Elementos
| 763 119 Nodos
Figura 8.23 Esquema de los calculos para efectuar numéricamente las integrales I“—HZO 238 Grados de libertad
del elemento. [_ 690 430 393
2910

Inversamente, podran emplearse las mismas rutinas de las funciones de
forma en muchas clases diferentes de problemas, tal como se expresan en el
Capitulo 15.

Se puede conseguir asi con facilidad el uso de-diferentes elementos para
comprobar la eficacia de un nuevo elemento en un contexto dado, o la
ampliacién de los programas al analisis de nuevas situaciones, evitando
calculos algebraicos excesivos (con sus inherentes probabilidades de error). oﬁ'

El ordenador queda situado asi en el sitio que le corresponde, o sea, en
el de servidor obediente capaz de ahorrarnos trabajos rutinarios. \o

La mayor ventaja prictica del empleo de rutinas generales para las o
funciones de forma es que sus errores pueden ser comprobados mediante |
un programa sencillo, con el test de la parcela (véase el Capitulo 11) jugando 2
un papel crucial. % O

La incorporacién a un sistema como éste de elementos sencillos ! ‘70, . /
integrables exactamente no repercute en gran manera, puesto que los tiempos
empleados en la integracién exacta y en la numérica son, en estos casos, casi L
idénticos.

Figura 8.24 Disco giratorio— analizado con elementos cibicos.

[
[
[
l()
t
|
|

8.16 Algunos ejemplos pricticos de andlisis bidimensional de N %o
tensiones™ -7 [y 0 s pies

En los ejemplos de revolucién siguientes se muestran algunas de las ':f;_ EREY PR AN
posibilidades de anilisis bidimensional que ofrecen los elementos curvilineos. ERRRETRTS R A
{

8.16.1 Disco giratorio (Figura 8.24). En este caso sélo son necesarios 18
elementos para obtener una solucién adecuada. Es de interés observar que Figura 8.25 Depésito de agua cénico
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Figura 8.26 Lamina semiesférica delgada con bordes empotrados. Solucién con 15
y 24 elementos cibicos.

todos los nodos laterales de los elementos cibicos se generan dentro de un.

programa y no necesitan ser especificados.

8.16.2 Depésito de agua cdnico (Figura 8.25). En este problema vuelven
a utilizarse elementos cibicos. Vale la pena advertir que usando un solo
elemento para definir el espesor se representan adecuadamente los efectos de
flexién en ambas zonas, gruesa y delgada, del recipiente. Como ya hemos
visto, mediante elementos triangulares sencillos hubieran sido necesarias
varias capas de elementos para obtener una solucién adecuada.

8.16.3 Cupula semiesférica (Figura 8.26). Las posibilidades de analisis
de ldminas apuntadas en el ejemplo anterior se confirman ain mds aqui
para mostrar cémo un nimero limitado de elementos puede resolver
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adecuadamente un problema de ldminas delgadas utilizando precisamente
el mismo programa. Este tipo de solucién puede mejorarse todavia desde el
punto de vista econémico, haciendo uso de la conocida hipétesis de la teoria
de ldminas que implica que los desplazamientos varian linealmente a través
del espesor. Con esto puede reducirse el nimero de grados de libertad. En
el segundo volumen de este libro se tratarin métodos de esta clase.

8.17 Analisis tridimensional de tensiones

En el analisis tridimensional, como ya se sugiri6 en el Capitulo 5, los
elementos mas complicados presentan ventajas econémicas considerables.
Se muestran aqui algunos ejemplos representativos en los que se usan casi
exclusivamente elementos serendipitos cuadraticos. En todos los problemas
se ha utililzado la integracién numérica tomando tres puntos de Gauss en
cada direccidn.

8.17.1 Esfera giratoria (Figura 8.27).% Se comparan en este ejemplo las
tensiones debidas a la accién centrifuga con sus valores exactos, siendo
quizis una buena comprobacién de la eficacia de los elementos fuertemente
distorsionados. En este caso se emplean siete elementos y los resultados
obtenidos exhiben una concordancia razonable con las tensiones exactas.

8.17.2 Presa bdveda en un valle rigido. Este problema, quizas algo irreal
desde un punto de vista técnico, fue tema de un estudio llevado a cabo por
un comité de la Institution of Civil Engineers y proporcioné un excelente
ensayo de un estudio de la convergencia en analisis tridimensional. En la
Figura 8.28 se muestran dos subdivisiones en elementos cuadraticos y dos
en elementos ciibicos. La convergencia de los desplazamientos de la linea
media se muestra en la Figura 8.29, donde se observa que pueden obtenerse
resultados bastante precisos, incluso con un solo elemento.

La comparacién de tensiones que aparece en la Figura 8.30 es sumamente
interesante, aunque presenta una mayor “oscilacién” cuando la subdivisién
es mas grosera. Los resultados de la subdivisién mds tupida se pueden tomar
como “exactos”, como se comprueba mediante modelos y otros métodos
alternativos de andlisis.

Los problemas anteriores ilustran la aplicabilidad general y la precision
alcanzables. Se incluyen a continuacién dos ejemplos més representativos de
situaciones reales.

8.17.3 Vasija de presion (Figura 8.31). Andlisis de un problema de
biomecdnica (Figura 8.32). Ambos muestran un nimero de subdivisiones
suficiente para obtener resultados técnicamente aceptables. La vasija de
presion, similar a la mencionada en el Capitulo 5, Figura 5.7, muestra cémo
puede reducirse considerablemente el nimero de grados de libertad cuando
se emplean elementos mas complejos.

El ejemplo de la Figura 8.32 muestra una perspectiva de los elementos
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Figura 8.28 Presa bdveda en valle rigido — diferentes subdivisiones en elementos.
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Figura 8.29 Presa béveda en valle rigido — desplazamientos de la seccién media.
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Figura 8.30 Presa béveda en valle rigido — tensiones verticales en la seccién media.
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No. total de grados de libertad = 2121

Figura 8.31 Anilisis tridimensional de una vasija de presién.
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Figura 8.32 Un problema de biomecanica. Solamente se representan los elementos
lineales; se ha omitido la curvatura de los eleméntos. Nétese la forma
degenerada de los elementos.

empleados, obtenida directamente de los datos del analisis sobre un trazador
automdtico. Estos gréficos son muy dtiles no sélo para la visualizacién
del problema, sino ademds porque constituyen parte esencial del proceso de
comprobacion de datos, ya que cualquier error geométrico de bulto puede
descubrirse con facilidad. Asimismo se comprueba automaiticamente la
“conectividad” de todos los puntos especificados.

La importancia de evitar errores en la entrada de datos en problemas
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tridimensionales complicados es obvia, considerando su gran gasto de tiempo
de computador. Este, y por supuesto otros métodos de comprobacién,™
deben formar parte esencial de todo sistema de calculo.

8.18 Simetria y repetibilidad

En la mayoria de los problemas expuestos se ha hecho uso de la
ventaja que proporciona la simetria de las fuerzas actuantes, o de la
geometria, al imponer las condiciones de contorno, reduciendo asi el problema
completo a proporciones manejables. El empleo de condiciones de simetria
es tan conocido para ingenieros y fisicos que no es preciso plantearlas
explicitamente. Menos conocido es, sin embargo, el uso de la repetibilidad™
cuando la misma carga y la misma estructura se repiten continuamente, tal
como se muestra en la Figura 8.33 para una cascada de alabes infinita. Es
evidente que aqui cada una de las porciones que se representan sombreadas
se comporta de manera idéntica a la siguiente y, por tanto, se pueden
identificar ficilmente funciones como velocidades y desplazamientos en los
puntos correspondientes de AA y BB, es decir,

uy = ujyr

Esta identificacién se lleva a cabo directamente en un programa de
computador.

Zona de andlisis

Figura 8.33 Porciones repetidas y zona de analisis (en sombreado).

En problemas relativos a turbinas o a rodetes de bombas se da
con frecuencia una repetibilidad similar en coordenadas polares. En la
Figura 8.34 se muestra un analisis tridimensional tipico de una porcién
repetida de este tipo.
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Capitulo 9

GENERALIZACION DE LOS
CONCEPTOS DE ELEMENTOS
FINITOS. METODOS DE RESIDUOS
PONDERADOS Y VARIACIONALES

9.1 Introduccién

Hemos visto hasta ahora un posible procedimiento para obtener
soluciones aproximadas a problemas de elasticidad lineal. En ingenieria y en
fisica surgen otros muchos problemas de medios continuos que generalmente
xienap.exneesadosparlasadesnadasecnaciones diferenciales v lac rondicinnes
de contorno que se imponen a la funcién o funciones incégnita. El objeto
de este capitulo es demostrar que todos los problemas de este tipo pueden
estudiarse por el método de los elementos finitos.

El problema a resolver, expresado en la forma mas general, es determinar
una funcién desconocida u tal que satisfaga un determinado sistema de

ecuaciones diferenciales

Ai(u)
A(u)={ Az(u) } =0 (9.1)

en un “dominio” {1, ya sea volumen, superficie, etc., (Figura 9.1), junto con
ciertas condiciones de contorno

B,(u)
B(u) = Bz_(u) =0 (9.2)

en los contornos I' del dominio (Figura 9.1).
La funcién buscada puede ser un escalar o bien un vector de varias

variables. Similarmente, la ecuacién diferencial puede ser una sola o un
sistema de ecuaciones simultineas. Es por esta razén que se ha recurrido

antes a la notacién matricial.
Todo cédlculo por elementos finitos, siendo un método aproximado, busca

una expresién aproximada de la solucién, de la forma
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-Bw) =0
’4

Subdominio 01°
(elemento)

Figura 9.1 Dominio  y contorno I' del problema.

n
uxid=) Nja;=Na (9.3)
1

en la que N; son funciones de forma expresadas en funcién de variables
independientes (tales como las coordenadas z, y, etc.), y donde todos o
algunos de los pardmetros a; son incdgnitas.

Recordemos que en el capitulo anterior se empled una aproximacion de
las mismas caracteristicas para estudiar problemas de elasticidad. Ya se vio
entonces: a) que las funciones de forma normalmente se definen localmente
para cada subdominio o elemento, y b) que se recuperan las propiedades de
los sistemas discretos si las ecuaciones de aproximacién se expresan en forma
integral, como en las ecuaciones (2.22) y (2.26).

Teniendo esto presente trataremos de expresar la ecuacién de la cual
hayan de obtenerse los pardmetros desconocidos a; en una forma integral
tal como

/nGj(ﬁ)dQ + /rgj(ﬁ) r=0 j=lan (9.4)

donde G; y g; representan funciones u operadores conocidos.

Estas formas integrales nos permitiran obtener la aproximacion elemento
por elemento para luego proceder al ensamblaje mediante los procedimientos
desarrollados en el Capitulo 1 para los sistemas discretos tipo, ya que si las
funciones G; y g; son integrables, tendremos

m

G~dQ+/ 4l = < G'dQ+/ 'dF) 9.5
/n j rgJ Z qe 7 P}J (9.5)

e=1
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donde Q€ es el dominio por cada elemento y I'¢ la parte correspondiente de
contorno del mismo.

Se dispone de dos procedimientos distintos para obtener la aproximacién
en dichas formas integrales. El primero es el método de los residuos
ponderados(también conocido como método de Galerkin), y el segundo
consiste en determinar funcionales variacionales y buscar sus valores
estacionarios. Ambos procedimientos seran tratados sucesivamente.

Si las ecuaciones diferenciales son lineales, o sea, si podemos escribir (9.1)
y (9.2) como

A(uwy=Lu+p=0 en (9.6)
Bu)=Mu+t=0 enTl (9.7)

el sistema de ecuaciones de la aproximacién (9.4) se convierte en un sistema
de ecuaciones lineales de la forma

Ka+f=0 (9.8)
siendo
m m
Kij=Y K fi=) f (9.9)
e=1 e=1

El lector no acostumbrado a la abstraccién puede encontrarse confuso
ahora con relacién al significado de los distintos términos. Presentaremos
entonces algunos sistemas de ecuaciones diferenciales clasicos cuya solucién
buscaremos (y que aclarardn un poco mas los problemas).

Ejemplo 1.  Ecuaciones de transmisidn estacionaria del calor por
conduccién en un dominio bidimensional:

_0 (. 0¢\ 9 (.9 _
A(¢)_3z(k3m)+6y(k3y)+Q_0

B(¢)=¢—¢=0 en 4 (9.10)
o4  _
= k% -3=0 en Iy
donde (siendo n la normal a T') ¢ = u representa la temperatura, k es

la conductividad, y ¢ y g son los valores de contorno, respectivamente,
establecidos para la temperatura y el flujo térmico.

En la ecuacién anterior k y Q pueden ser funciones de la posicién y, en
problemas no lineales, de ¢ y de sus derivadas.

Ejemplo 2. Ecuacidn de la transmisidn estacionaria del calor en dos
dimensiones por conduccidn y conveccion:
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_ 0 (,9¢), 0 (9%, 9 9 o_
A(¢)_5(kaz)+3y( ay)+uaz+vay+Q—0 (9.11)

con las mismas condiciones de contorno que en el ejemplo anterior. Aqui, u y
v son funciones conocidas de la posicién y representan velocidades del fluido
a través del cual se transfiere el calor.

Ejemplo 8. Un sistema de tres ecuaciones equivalente al problema del
Ejemplo 1:

a
5o ke) + ay(qu) +Q
7]
Au) = go — a_‘: -0 (9.12)
9¢
qy — a—y
en )y
Buy=¢—9=0 en Iy
=qgn—q=0 en Iy

donde ¢, es el flujo normal al contorno.
Aqui la funcién incégnita u estd representada por el vector

¢
u=4 qz
y

Este ultimo ejemplo es tipico de la llamada formulacién mizta. En
este tipo de problemas el nimero de incognitas independientes que aparecen
en las ecuaciones puede reducirse siempre mediante operaciones algebraicas
adecuadas, dejando no obstante un problema resoluble [ej., obteniendo la
Ec. (9-10) a partir de (9.12) eliminando gz y gy).

Si esto no puede hacerse [viz. Ec. (9.10)] se tiene una formulacion
trreducible.

Los problemas de forma mixta presentan ciertas complicaciones en su
solucién que seran tratados en el Capitulo 12.

En el Capitulo 10 volveremos a dar ejemplos detallados dentro de este
mismo campo, y a lo largo del texto presentaremos otros ejemplos diferentes.
Estos tres tipos de problemas nos serdn, sin embargo, muy tiles en su forma
completa o en la reducida a una dimensién (suprimiendo la variacién en y)
para ilustrar los procedimientos que se explican en este capitulo.
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9.2 Equivalencia entre las ecuaciones diferenciales y las formas
integrales o “débiles”

Como el sistema de ecuaciones diferenciales (9.1) tiene que ser cero en
todos los puntos del dominio 2, se deduce que

/VTA(u) 0 = /[le,(u) bopds(u)+--]dR=0  (9.13)

v {31 } (9.14)

es un conjunto de funciones arbitrarias de nimero igual al de ecuaciones (o
componentes de u) del problema.

Esto tiene importantes consecuencias. Puede afirmarse gque si (9.18)
se cumple para cualquier v, las ecuaciones diferenciales (9.1) deberdn
satisfacerse en todos los puntos del dominio. La prueba de la validez de
esta afirmacién es obvia si consideramos la posibilidad de que A(u) # 0
en un punto o porcién del dominio. Inmediatamente se puede encontrar una
funcién v que haga la integral (9.13) distinta de cero, con lo que se demuestra
lo afirmado.

Si han de satisfacerse simultineamente las condiciones de contorno
(9.12), ello puede asegurarse eligiendo adecuadamente la funcion @ o bien
imponiendo que

donde

/ vIBlu)dl = /(’ulBl(u) +v;Ba(u) +--+]dl =0 (9.15)
r

para cualquier conjunto de funciones v.
Que la expresion integral

/ﬂvTA(u) an + /I‘VTB(u) ar'=0 (9.16)

se satisfaga para todos los v y ¥V equivale a que satisfagan las ecuaciones
diferenciales (9.1) y sus condiciones de contorno (9.2).

En la discusién anterior hemos supuesto implicitamente que es posible
calcular las integrales que aparecen en la ecuacién (9.16). Esto nos restringe
las posibles familias a las que deben pertenecer las funciones v y u. En
general trataremos de evitar funciones que hagan infinito algin término del
integrando.

Se limita asi en la ecuacion (9.16) la eleccién de v y ¥V a funciones finitas
univocas sin restringir la validez de las expresiones anteriores.
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{Qué restricciones han de imponerse a las funciones u;, u,, etc.? La
respuesta depende obviamente del orden de las derivadas que aparecen en las
ecuaciones A(u) [0 B(u)]. Consideremos, por ejemplo, una funcién u que sea
continua pero cuya pendiente presente alguna discontinuidad en la direccién
z, tal como se muestra en la Figura 9.2. Imaginemos que la discontinuidad
se sustituye en una distancia muy pequefia A por una variable continua
y que estudiamos el comportamiento de sus derivadas. Se ve ficilmente
que aunque la derivada primera no esté definida, ésta es integrable; sin
embargo, la derivada segunda tiende a infinito. Esta funcién seria adecuada

b N
I Zona “de alisamiento”

— A
|
|

)

|

dx )\\
Ly
|
T
[ |
| ]
N
||\
|
.
I :

2 |

d_“z | \T\
|

dx | |
1 [l

Figura 9.2 Diferenciacién de una funcién con la primera derivada discontinua
(continuidad Cy).
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para representar a u si en la ecuacién diferencial sélo apareciesen derivadas
primeras. Se dice que esta clase de funciones son de continuidad Co.

De manera similar es facil ver que si en algin término de A o B aparecen
derivadas de orden n, la funcién tendrd que ser tal que sus derivadas sean
continuas hasta la de orden n — 1 (continuidad Cj,_1).

En muchas ocasiones es posible efectuar una integracién por partes en la
ecuacién (9.16) y sustituirla por una expresién alternativa de la forma

/ C(v)"D(u)d2 + / E(¥)TF(u) dT = 0 (9.17)
Q T

Ahora las derivadas que aparecen en los operadores de C a F son de menor
orden que las que aparecen en los operadores A y B. En este caso se necesita
una continuidad de menor orden al elegir las funciones u al precio de mayor
orden de continuidad para vy V.

La expresién (9.17) es ahora més “permisiva” que las Ecs. (9.1), (9.2) o
(9.16) que originalmente expresaban el problema y por ello es llamada forma
débil de dichas ecuaciones. Es algo sorprendente, sin embargo, el hecho
de que a menudo dicha forma sea fisicamente mas realista que la ecuacién
diferencial original, que implicaba un “alisamiento” excesivo de la verdadera
solucion.

Las expresiones integrales de las formas (9.16) y (9.17) son la base
de las soluciones aproximadas por elementos finitos, y mas adelante seran
analizadas con mas detalle. Antes de ello aplicaremos la nueva formulacién

a un ejemplo.

9.3 Forma débil de la ecuacién de transmisién del calor por
conduccién con condiciones de contorno naturales y forzadas

Consideremos ahora la expresion integral de la Ec. (9.10). La expresion
(9.16) se puede escribir asi

8 [ 9\ 0 [, 0% 86 ] .
L”{a—z(’“a)w;(ka_y)“?}d’d“/rq”[’“a_n”q]dP‘O
(9.18)

advirtiendo que v y ¥ son funciones escalares y presuponiendo que una de
las condiciones de contorno, tal como

p—¢=0
se satisface automaticamente mediante la eleccion adecuada de las

funciones ¢.
Ahora podemos integrar por partes la Ec.(9.18) para obtener una forma
débil similar a la Ec.(9.17). Haremos uso aqui de las férmulas generales para
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este tipo de integracién (las férmulas de Green) cuya deduccién se expone en
el Apéndice 6 y que nos seran ttiles en muchas ocasiones.O sea,

8¢ 0¢ 0¢

JATS ('“a )d dy"/n?ﬂ( 57) dedy+ fo((gh ) mear
) (3,) = 4o (42)

k— ) dedy=— | — dz dy k—— dar

fiv (k5) = v == |5, “ o (5,) o

Asi pues, la Ec. (9.18) quedaria como
8v 8¢  Bv 8¢ 9¢ 94
/ (azkaz + — By Qv) dz dy + fi‘ vk (anz + a—yny) dl'+

186 1.
+/r v[k-é—;—q] dl' =0 (9.20)

q

19)

Teniendo en cuenta que la derivada respecto de la normal viene dada por

a d 7]
a—i = a—i ng + a—jny (9.21)

y, ademas haciendo
v=-% (9.22)

podemos escribir, sin pérdida de generalizacién (ya que ambas funciones son
arbitrarias), la ecuacién (9.20) como

/VTka¢dﬂ—/ den—/ qur—/ $2%ar—0  (9.23)
Q a T, r, on

donde el operador V es simplemente

0

Oz
V= a

dy
Observemos que:

a) la variable ¢ desaparece de las integrales sobre el contorno I'y y que las
condiciones de contorno

GENERALIZACION DE LOS CONCEPTOS DE ELEMENTOS FINITOS 223

correspondientes al mismo, se satisfacen automaticamente. Tal condicién
se conoce como condicién de contorno natural, y

b) si ¢ se toma de manera que satisfaga las condiciones de contorno farzada.s
é — ¢ = 0, podemos omitir el @ltimo término de (9.23) restringiendo la
eleccién de las funciones v sdlo a aquéllas que den v = 0 en T'y.

La expresién (9.23) es la forma débil de la ecuacién de transmisién de
calor por conduccién equivalente a la Ec. (9.17). Admite coeficientes de
conductividad k discontinuos y una temperatura ¢ que exhiba derivadas
primeras discontinuas (posibilidad real que no admitia la forma diferencial).

9.4 Aproximacién a formulaciones integrales: método de residuos
ponderados (Galerkin)

Si para expresar la funcién incégnita u tomamos una expresion
aproximada como la (9.3), o sea,

.
i=) N;a;=Na
1

serd evidentemente imposible que en el caso mas general se satisfagan a la
vez la ecuacién diferencial y las condiciones de contorno. Las expresiones
integrales (9.16) o (9.17) permiten efectuar una aproximacién si, en lugar de
cualquier funcién v, tomamos un conjunto finito de funciones preestablecidas

vV=w; V=w; 7=1lan (9.24)

donde n es el nimero de pardmetros incégnita a; que entran en el problema
(n<r).

Asi pues, las ecuaciones (9.16) y (9.17) proporcionan un sistema de
ecuaciones ordinarias, de las que pueden calcularse los parametros a. Es
decir, en el caso de la ecuacién (9.16) tendremos el sistema

/w Na)dﬂ+/ WiB(Na)dl =0 j=1lan (9.25)
o bien, de (9.17),
/ C(w;)TD(Na)dQ + / E(%;'F(Na)dl =0 j=1lan (9.26)
0 r

Si tenemos en cuenta que A(Na) representa el residuo o error que se
obtiene al sustituir la solucién aproximada en la ecuacion diferencial [y
B(Na) el residuo obtenido al hacer esta sustitucién en las condiciones de
contorno}, la expresién (9.25) serd la integral ponderada de tales residuos. Por
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ello este procedimiento de aproximacién puede recibir el nombre de método
de residuos ponderados.

Fue Crandall’ el primero en describir este método de la forma mis
general, sefalando las diferentes expresiones con que ha sido utilizado
desde finales del pasado siglo. Mas recientemente, Finlayson? ha dado
una exposicion muy completa del mismo. Evidentemente, a efectos
de ponderacién se puede utilizar casi cualquier conjunto de funciones
independientes w;, dando un nombre diferente a cada proceso de acuerdo
con la funcién escogida. Asi las funciones usadas mas corrientemente son:

1. Colocacién por puntos®.
w; = §;, donde §; es tal que para =z # z;; y # y;, w; = 0 pero
Jo w; dQ =1 (matriz unidad). Este procedimiento equivale simplemente
a hacer nulo el residuo en n puntos dentro del dominio, resultando
innecesaria la integracién. (w; es admisible a pesar de que no satisface
el criterio de integracién expresado en la Seccién 9.2, en virtud de sus
propiedades).

2. Colocacién por subdominios.*
w; = I en §1; y cero en cualquier otro punto. Esencialmente esto hace
que la integral del error sobre el subdominio especificado del dominio sea

nula.
3. Método de Galerkin (Bubnov-Galerkin).*®
© w; = Ny Consiste simplemente en utilizar para la ponderacién las

funciones de forma originales. Como veremos, este método permite
frecuentemente (pero no siempre) obtener matrices simétricas y por ésta
y otras razones se adoptara casi exclusivamente para nuestras operaciones
con elementos finitos.

La expresion de “residuos ponderados” es muy anterior a la de “método
de los elementos finitos”. Este tltimo emplea principalmente funciones
definidas localmente (en el elemento) en la aproximacién definida por la
Ec.(9.3), pero los esquemas generales son idénticos. Puesto que el proceso
conduce siempre a ecuaciones que, debido a su forma integral, permiten
ser obtenidas como suma de las contribuciones de distintos subdominios,
agruparemos todas las soluciones aproximadas mediante residuos ponderados
bajo el nombre de método generalizado de los elementos finitos. Se encontrara
con frecuencia que es ventajoso utilizar simultdneamente funciones de prueba
definidas local y “globalmente”.

En matematica los nombres de Petrov-Galerkin® estin frecuentemente
asociados con el uso de funciones de ponderacién tales que w; # N;. Es
importante remarcar que el conocido método de aproximacion de diferencias
finitas es un caso particular de colocacién con funciones base definidas
localmente.
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9.5 Ejemplos

Para ilustrar el método de aproximacién mediante residuos ponderados
y su relacién con el método de los elementos finitos, consideramos algunos
ejemplos concretos.

Ejemplo 1. Ecuacién unidimensional de la transmision del calor por
conduccion (Figura 9.3). El problema a analizar es el de la representacién
unidimensional de la transmisién del calor por conduccién (9.10) con
coeficiente de conductividad unidad (este problema podria igualmente
representar muy bien otros muchos problemas de la Fisica, por ejemplo, la
deformacién de una cuerda bajo carga). En este caso, tenemos

d?¢
Ald) = =

con @ =Q(z)dadopor Q=1(0<z<L/2)yQ=0(L/2<z <L)

Las condiciones de contorno supuestas son simplemente ¢ =0, paraz =0y

z=1L.

En primer lugar, consideramos una solucién aproximada en forma de serie

+Q=0 (0<z<I) (9.27)

de Fourier de uno o dos términos, o sea,

- Tl Ll
P~ o= Zai sen —— N,; = sen I (9.28)
dondei = 1 ei =1y 2. Estas expresiones satisfacen exactamente las

condiciones de-contorno y son continuas en todo el dominio. Por ello, para
efectuar la aproximacién podemos emplear con la misma validez la Ec.(9.16) o
la (9.17). Emplearemos la primera, pues permite adoptar distintas funciones
de ponderacién. En la Figura 9.3 se representa el problema y su solucién por
colocacién por puntos, por colocacién por subdominios y por el método de
Galerkin.t

Puesto que el desarrollo en serie elegido satisface a priori las condiciones
de contorno no es necesario introducir éstas en la formulacién, que
simplemente viene dada por

/oL e [% (ZNiai) + Q} dz =0 (9.29)

Dejamos como ejercicio para el lector el desarrollo completo de este
problema.

En el campo de los elementos finitos es mas interesante el uso de funciones
definidas a intervalos (o localmente) en vez de funciones definidas globalmente

+ En el caso de colocacién por puntos, usando i = 1, z; = L/2, nos encontramos con una
dificultad acerca del valor de @, ya que puede tomar los valores cero o uno. En este
ejemplo hemos tomado el valor 1/2.
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Figura 9.3 Conduccién unidimensional del calor. (a) Solucién con un término

utilizando diferentes procedimientos de ponderacién. (b) Solucién con 0 10
dos términos utilizando diferentes procedimientos de ponderacién. — >~ x/L

Figura 9.3 (continuacién).
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como en la Ec.(9.28). En este caso, para evitar imponer la continuidad de
las derivadas primeras, emplearemos la expresién equivalente a la Ec.(9.17),
que se obtiene integrando por partes la Ec.(9.29). Esto da

Lrdw; d
awj 4 @ —ws _
/0 [ - de N;a; w]Q] dz =0 (9.30)

Los términos correspondientes al contorno se anulan idénticamente si w; = 0
en ambos extremos.
Las ecuaciones anteriores pueden escribirse asi
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Ka+f=0 (9.31)
donde para cada “elemento” de longitud L€,
L gw. dN;
K¢ = —L—t
7 /0 dz dz dz
1e (9.32)
f; =— A w;Q dz
manteniéndose las reglas corrientes de la adicién, o sea,
L dw; 4N, L
K= [ 4 4l e _ [, .
ji v/o 7 da dz 5 /o w; Qdz (9.33)
Para el calculo seguiremos el método de Galerk'in, esto es, w; = Nj, y el

lector observara que entonces la matriz K sera simétrica, o sea, K;; = Kj;.
Puesto que las funciones de forma sélo necesitan la continuidad Cy, es
conveniente buscar una solucién aproximada lineal por intervalos, tal como
se muestra en la Figura 9.4. Considerando un elemento tipico ¢j como el
representado, podemos escribir (trasladando el origen del eje z al punto 1)
N;==z/L° N; = (L® - z)/L° (9.34)
obteniendo, para un elemento cualquiera,
€
K;; = K]] =1/L¢ (9.35)
£ =—QLej2 = £

Dejamos para el lector el ensamblaje de una ecuacién tipica para el nodo
1 y le aconsejamos que lleve a cabo los cdlculos que conducen a los resultados
de la Figura 9.4 para subdivisiones en dos y tres elementos.

= L = > X
! J
- L?
Funciones de forma lineales definidas localmente
2°5 r
20~ - 'T_ - ) Solucién exacta
. I
/
¢ 10;‘ /' Cuatro
L elementos
1
15+ //
/ /

10F / / !
/
/ / Dos
/
/ / elementos —
/

' / !

05+ / /
/
/

—____._’X/L

Figura 9.4 Solucién por elementos finitos mediante el método de Galerkin del
problema de la Figura 9.3, utilizando funciones de forma lineales
definidas localmente.

Al comparar los resultados de las Figuras 9.3 y 9.4 surgen inmediatamente
varios puntos interesantes. Con funciones de forma globales alisadas, el
método de Galerkin proporciona mejores resultados de conjunto que los
obtenidos para el mismo nimero de parametros incognita a con funciones
definidas localmente (a intervalos). Hallaremos que esto es el caso general
de las aproximaciones de mayor orden, que producen una mejor precision.
Adn mas, se observara que la aproximacién lineal proporciona la solucién
exacta en los puntos nodales. Esto es una propiedad de la ecuacién particular
resuelta y desafortunadamente no representa una regla general aplicable a
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los problemas generales” (ver también Apéndice 7). Por tltimo, observard
el lector cuan facil es formar las ecuaciones cualquiera que sea el grado
de subdivisién, una vez deducidas las propiedades del elemento [Ec.(9.35)].
No ocurre lo mismo si la aproximacién es global, siendo entonces preciso
realizar nuevas integraciones para cada pardmetro que se introduce. Esta
caracteristica de repetibilidad es una de las ventajas del método de los
elementos finitos.

Ejemplo 2. Transmision estacionaria del calor en dos dimensiones por
conduccion y conveccion. Formulacion de Galerkin. Este problema ya ha
sido presentado en la Seccién 9.1, y definido mediante la Ec.(9.11) con las
condiciones de contorno adecuadas. La tnica diferencia con la ecuacién de
la conduccién simple de calor, cuya forma débil ya fue establecida mediante
la Ec. (9.23), estriba en los términos relativos a la conveccién. Asi pues,
sustituyendo v = wj; en (9.23) y anadiendo los términos de conveccién a la
misma, podemos escribir inmediatamente la ecuacién de residuos ponderados.
Se obtiene asi

2 2 8% _
/QVijquSdQ—/(;wj <u-8—+v%> dﬂ—/r;ijdQ—‘/rqqudl"=0
(9.36)

siendo ¢ = 3 N;a; tal que los valores impuestos de ¢ se dan en el contorno
I'=¢yalavesz w;j = 0 en dicho contorno.

Estableciendo la aproximacién de Galerkin, es decir, haciendo w; = Nj,
obtenemos inmediatamente un sistema de ecuaciones de la forma

Ka+f=0 (9.37)
donde

ON; ON;
- TN. . _ " 4 N:o—=1) dQ =
K /QV N;kVN;dQ /ﬂ Niu oz + Njv By)

AN; aN ]
= Q_
/(az Bz + 5y Lk y) 4
/(N u@N I Njo ON;
Oz y
/NQdQ / N;gdr (9.38b)

De nuevo se pueden evaluar las componentes K;; y f; para un elemento
o subdominio tipicos y formar las ecuaciones de los sistemas mediante los

an (9.38a)

procedimientos generales.
Es importante mencionar en este punto que es preciso prefijar los valores
de algunos de los parimetros a; para que satisfagan las condiciones de
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contorno, debiendo ser las ecuaciones de la aproximacién iguales en niimero
a los pardmetros incégnita. No obstante esto, es conveniente formar todas
las ecuaciones para todos los parametros y establecer los valores fijos al final
siguiendo las mismas técnicas descritas en el Capitulo 1 para la introduccién
de las condiciones de contorno en los problemas discretos generales.

Debemos hacer notar otro punto concerniente a los coeficientes de la
matriz K. La primera parte, que corresponde a la conduccién del calor pura
es simétrica (Kj; = Kjj), pero la segunda no lo es y por ello es preciso
resolver un sistema de ecuaciones asimétrico. Existe una razén basica para
dicha asimetria que serd analizada en la Seccién 9.11.

Para concretar el problema, consideremos el dominio Q dividido en
elementos cuadrados iguales de lado h (Figura 9.5). Para conservar la
continuidad Cp con nodos situados en los vértices, se pueden escribir
funciones de forma dadas como productos de desarrollos lineales. Por
ejemplo, para el nodo i tenemos, tal como se muestra en la Figura 9.5,

Y
N = hh
y para el nodo 7,
_(h=2)y
N; = P etc.

Con estas funciones de forma se invita al lector a que evaliie las contribuciones
de cada elemento y a que ensamble las ecuaciones para el punto 1 de la malla
numerada que se muestra en la Figura 9.5. El resultado sera (si no existen
contornos del tipo I'q y se supone que Q es constante dentro de cada elemento)

8 1 uh vh 1 uh vh 1 uh vh
o Gnw) e Gt m)e-Gi-5)e

1  uh vh 1 uwh vh 1 uh wh
_<§+ﬂ_1—27c)“5"(§+3_k_62)““”<§+ﬁ_6_k)“’_

1 uh vh 1 uh vh 2
*(3—6k+3k)“8‘(§+ﬂ+ﬁz>%-4w (9:39)

Esta ecuacién es similar a las que obtendriamos aproximando las mismas
ecuaciones mediante el método de diferencias finitas®® de una forma bastante
estandar. En el ejemplo tratado aparecen algunas dificultades cuando
los términos de conveccién son grandes; en tales casos, la ponderacién
por el método de Galerkin no es aceptable y tienen que emplearse otros
procedimientos. Esto se analiza con detalle en el segundo volumen.
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/ i
/
7/
/
4
s X

(a) Funciones de forma para un elemento cuadrado C,.

5 4 3
6 1 2
PV
7 8 9

(b) Nodos “conectados ” por la ecuacién del nodo 1.

Figura 9.5 Elemento cuadrado lineal de continuidad C,. (@) Funciones de forma
para un elemento cuadrado. (b) Ecuacién “conectada” para el nodo 1.

9.6 EIl principio de los trabajos virtuales como “forma débil” de
las ecuaciones de equilibrio en el analisis de sélidos y fluidos

En el Capitulo 2 presentamos el concepto de elemento finito mediante
su aplicacién a la elasticidad, como parte de la mecanica de sélidos. La
expresién integral necesaria para formular la aproximacién era el principio
de los trabajos virtuales, que se supuso constituia un principio fundamental
y, por tanto, no necesitaba demostracién. Esta opinién es compartida por

muchos, que consideran el principio de los trabajos virtuales como una °

expresién, dentro del campo de la mecanica, mucho mas fundamental que las
tradicionales condiciones de equilibrio expresadas por las leyes de Newton.
Otros discrepan de este punto de vista y opinan que todos los teoremas de
trabajo derivan de las leyes clasicas que gobiernan el equilibrio de la particula.
Demostraremos en esta seccién que la expresién de los trabajos virtuales no
es sino una “forma débil” de las ecuaciones de equilibrio.
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En un continuo tridimensional cualquiera, las ecuaciones de equilibrio de
un volumen elemental pueden escribirse en funcién de las componentes del
tensor de tensiones, simétrico y cartesiano,!® como sigue

8oz + 01y + 0122

Oz Jy Oz bz
oy 4 Oty + O1yz D R G (9.40)

Oz dz b

Zz

8oy, Otz Oty
5z " 6z ' By

donde bT = [bs,by,b;] representa las fuerzas que actian por unidad de
volumen (pudiendo muy bien incluir efectos inerciales).

En mecanica de sélidos, las seis componentes de la tensién seran
generalmente funciones de las componentes del desplazamiento

u” = [u,v,w] (9.41)

y en mecanica de fluidos lo serdn del vector de velocidades u, que tiene
componentes similares. Asi pues, las tres ecuaciones (9.40) se pueden
considerar como una ecuacién general de la misma forma que la (9.1), o
sea, A(u) = 0. Para obtener una forma débil procederemos como antes,
introduciendo un vector de funciones de ponderacién arbitrario éu, definido
como

§u” = [bu,bv, bw) (9.42)

Podemos escribir ahora la expresién integral Ec.(9.13) como

o ar. ar.
T _ T Ty Tz
/Vau A(u)dV_/V[éu<az + 30+ 5 +bz>+

+60(...)+bw(...)|av

(9.43)

donde el volumen V es el dominio del problema.
Integrando por partes cada término podemos escribir la ecuacion anterior,
una vez reordenada, como sigue

a 7] d, .
— /V [azé;(éu) + sz(a—z(6u) + 0—y(6v)) +...
— buby — dvby — 5wb;] dV + (9.44)

+ /I:[ﬁu(azv'w + Teyny + Tzznz) + §v(...) + bw(...)]d[ =0
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donde la superficie I' representa el area de la superficie del sélido (volvemos
a emplear las férmulas de Green del Apéndice 6).

Podemos reconocer inmediatamente en los términos encerrados en el
primer corchete los operadores de pequeinas deformaciones que actian sobre
§u, que pueden asociarse a su vez a un desplazamiento virtual (o a una
velocidad virtual). Podemos por lo tanto introducir la deformacién virtual
(o velocidad de deformacidn) que por definicién seria

{ a 3
a—z(fu)
i}

se={ 3y | _ ssu (9.45)
d

7

donde los operadores de deformacién se definen en el Capitulo 2 [Ec.(2.4)].
Anadlogamente, reconoceremos los términos de la segunda integral como
correspondientes a fuerzas t:

t = [tz ty,t2])" (9.46)

que actian por unidad de area de la superficie I Disponiendo las seis
componentes de la tensién en un vector ¢ y similarmente las seis componentes
de la deformacidn virtual (o velocidad de la deformacidn virtual) en un vector
§e, podemos escribir la ecuacién (9.44) sencillamente asi

/ 6o dV — / suTbdV — / suTtdl =0 (9.47)
\ 4 14 r

que es la expresién de los trabajos virtuales empleada en las Ecs.(2.10) y
(2.22) del Capitulo 2.

Se deduce de lo anterior que el principio de los trabajos virtuales es
precisamente una forma débil de las ecuaciones de equilibrio y es vdlido
tanto si las relaciones entre tensiones y deformaciones (o entre tensiones
y velocidades de deformacidn) son lineales como no lineales.

La solucién aproximada mediante elementos finitos presentada en ‘el
Capitulo 2, corresponde de hecho a una formulacién de Galerkin del método
de residuos ponderados aplicado a la ecuacidn de equilibrio. Asi pues, si
tomamos §u como la funcién de forma

fu=N (9.48)

con la que el campo de desplazamientos estd discretizado, o sea,

u= > N (9.49)

junto con la relacién constitutiva (2.5), nuevamente podremos determinar
todas las expresiones fundamentales del Capitulo 2, que son tan esenciales
para la solucién de problemas de elasticidad.

Expresiones similares serdn vitales en el momento de formular problemas
equivalentes en mecanica de fluidos.

9.7 Discretizacién parcial

En la aproximacién seguida para resolver la ecuacion diferencial
[Ecs.(9.1)], mediante un desarrollo de la forma general expresada en la
Ec.(9.3), se ha supuesto que las funciones de forma N incluian todas las
coordenadas independientes del problema y que a era simplemente un
conjunto de constantes. Las ecuaciones de la aproximacién finales eran
siempre, por tanto, de forma algebraica, de la cual podia determinarse un
conjunto de pardmetros unico.

En algunos problemas es conveniente proceder de una manera diferente.
Asi, por ejemplo, si las variables independientes son z,y y z podriamos
expresar los parametros a como funciones de z y efectuar la aproximacién
solamente en un dominio £ de = e y. Asi, en lugar de la Ec. (9.3), tendriamos

u = Na
N = N(z,y) (9.50)
a=a(z)

Evidentemente, en la discretizacién final quedardn las derivadas de a con
respecto a z y el resultado serd un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias con z como variable independiente. En problemas lineales tal
sistema de ecuaciones tendra el aspecto

Ka+Ca+---+f=0 (9.51)

donde a = ad;a(z), etc.

Tal discretizacién parcial se puede emplear evidentemente de diferentes
maneras, pero es especialmente 1til cuando el subdominio {2 no depende de
z, o sea, cuando el problema es prismdtico. En tal caso, los coeficientes de la
ecuacién diferencial ordinaria (9.51) son independientes de z y la resolucién
del sistema puede llevarse a cabo eficazmente por los métodos analiticos
corrientes.

Este tipo de discretizacién parcial ha sido aplicado extensamente por
Kantorovitch!! y frecuentemente recibe este nombre. En el segundo volumen
analizaremos estos procedimientos semianaliticos en relacién con los sélidos
prismaticos, donde la solucién final se obtiene en funcién de series de Fourier.
El problema “prismatico” mds corriente es el que incluye el tiempo como
variable, cuando el dominio Q no estd sujeto a cambio. Es conveniente, a
titulo de ejemplo, considerar aqui la ecuacién de la conduccién del calor en
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dos dimensiones en régimen transitorio. Se obtiene ésta a partir de la Ec.
(9.10) afiadiendo el término que expresa el almacenamiento de calor c%‘f—,
donde ¢ es el calor especifico. Tenemos ahora un problema definido en un
dominio Q(z,y,t) y gobernado por la siguiente ecuacién:

w0=2 ()2 (%) ro- Lo

con idénticas condiciones de contorno a las de (9.10). Tomando

¢~ 4; = Z Nia; (9.53)

con a; = a;(t) y N; = Ny(z,y) y utilizando el método de Galerkin seguimos
exactamente los pasos descritos en las Ecs. (9.36) a (9.38) para llegar a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Ka+C:il—t+f—0 (9.54)

En este caso, la expresion de K;; es idéntica a la de la Ec. (9.38a)
(prescindiendo de los términos de conveccién), la de f; es idéntica a la de
la Ec. (9.38b), y el lector puede comprobar que la matriz C viene definida
por

Cy; :,/()NiCdez dy (9.55)

Como siempre, la matriz C puede formarse por ensamblaje de las
contribuciones de cada elemento. Se pueden aplicar varios procedimientos
b .. ., . o
analiticos y numéricos a la solucién de tales ecuaciones transitorias, tal como
se discutird en el segundo volumen. Sin embargo, para aclarar los detalles y
las posibles ventajas del proceso de la discretizacién parcial, consideraremos
un problema muy sencillo.

Ejemplo. Consideremos un prisma cuadrangular de lado L en el que
se satisface la ecuacidn de conduccion del calor en régimen transitorio
[Ec.(9.52)] y supongamos que la velocidad de produccién de calor depende
del tiempo segin

Q = Qo™ (9.56)

(esto representa una aproximacién a la cantidad de calor generado en la
hidratacién del hormigén). Se supone que parat = 0, ¢ = 0 en todo el
cuerpo. Ademas, tomaremos ¢ = 0 en el contorno para todo instante.

Como primera aproximacién tomamos una funcién de forma
. correspondiente a una solucién con un solo término:

¢=N1a1

N; = cos "—;— cos 1rL_y (9.57)
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03 Aproximacién con dos términos
= k
= ‘ 2u2L—2[ =15
'; Aproximacién -1
S 0.2+ con un término &=
‘:‘ 0=0p™
- ¥ $=01:=0
° 4
~2
-
0.1 ~ > x
i
o]
$=0
0 | | | H

Figura 9.6 Evolucién térmica bajo régimen transitorio bidimensional dentro de un
prisma cuadrangular y representacién grafica de las temperaturas en
el centro.

con z e y medidas desde el centro (Figura 9.6).
Calculando los coeficientes, tenemos

L/2 2 2
o [ () (3] =
L/2J-L/2 Jy 2

L/2 Lf2 L%
Cu= / / Nl dzdy = — (9.58)
—Lj2Jd-L)2 4
Lj2 Ljf2 2
fn= NyQoe™ dz dy = 29L -t
-L/2J-L/2 T

Lo que nos lleva a una ecuacién diferencial ordinaria de una sola incégnita a;

dal

Chn=—

u=

con a; = 0 cuando t = 0. La solucién de ésta se puede obtener facilmente, tal

como se muestra en la Figura 9.6 para valores especificos de los parametros
ayk/Li.

En la misma figura se muestra una solucién con dos términos, con

+ Knai+ fi =0 (9.59)
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3nz 3ry
N, = — — 9.60
2 = COS I cos T ( )

que el lector puede tratar de determinar para evaluar su comprensién del
problema. Se ha omitido aqui el segundo término de la serie de Fourier,
debido a la simetria de la solucién.

Nétese la notable precisién obtenida en este ejemplo mediante la solucién
aproximada con un solo término.

9.8 Convergencia

En las secciones anteriores hemos examinado cémo pueden obtenerse
soluciones aproximadas mediante un desarrollo de la funcién incégnita
expresada por medio de funciones de prueba o de forma. Mas ain, hemos
establecido las condiciones necesarias que han de satisfacer dichas funciones
para que puedan calcularse en el dominio distintas integrales. Asi, si algunas
de las integrales contienen sélo valores de N; o de sus derivadas primeras,
N; tendré que ser de continuidad Co. Si contienen derivadas segundas,
se necesita continuidad C;, etc. El problema que todavia no nos hemos
planteado es el del grado de. bondad de la aprozimacidn y cémo podemos
mejorarla sistemdticamente para acercarnos mds a la solucién ezacta (ver
Capitulo 14). La primera pregunta es casi imposible de contestar y presupone
¢l conocimiento de la solucién exacta. La segunda es mas racional y puede
contestarse si consideramos algiin procedimiento sistematico segin el cual
pueda suponerse que tiene lugar el aumento del mimero de parametros a en
el desarrollo estindar de la Ec. (9.3),

,
a= E N;a;
1

En algunos de los ejemplos hemos supuesto, en efecto, una serie de Fourier
limitada a un nimero finito de términos, con una expresién tunica para las
funciones de prueba en todo el dominio. En este caso, la adicién de nuevos
términos implicaria simplemente una ampliacién del nimero de términos
de la serie que se incluirfan en el andlisis, y como las series de Fourier
presentan la conocida propiedad de representar cualquier funcién deseada con
la precisién que se desee sin mas que tomar el nimero de términos necesario,
podemos decir que la aproximacién converge a la solucion exacta al aumentar
el nimero de términos.

En otros ejemplos de este capitulo hemos empleado funciones definidas
localmente, siendo éstas fundamentales en el andlisis mediante elementos
finitos. En este caso hemos supuesto tacitamente que se obtiene convergencia
al disminuir el tamario de los elementos y, por consiguiente, al incrementar
el nimero de pardmetros nodales a. Es este tipo de convergencia el que
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nos importa, habiendo sido ésta examinada ya en el contexto del andlisis de
sélidos elasticos efectuado en el Capitulo 2 (Seccién 2.6).
Evidentemente tenemos que determinar ahora:

a) que al aumentar el nimero de elementos se pueden aproximar las
funciones incégnita tanto como se desee, y

b) de qué forma disminuye el error con el tamafio h de las subdivisiénes
del dominio (h podria ser aqui alguna dimensién caracteristica de un
elemento).

El primer problema se refiere a estudiar si el desarrollo es completo (en
el sentido de los términos que contiene), y aqui supondremos que todas las
funciones de prueba son polinomios (o al menos, que incluyen ciertos términos
de un desarrollo polinémico).

Obviamente, como la solucién aproximada que aqui se analiza
corresponde a la expresién integral débil tipificada por las Ecs. (9.13) o
(9.17), es necesario que cada término que aparezca bajo el signo integral
pueda ser aproximado en el limite tanto como sea posible y, en particular,
tome un valor constante en una zona infinitesimal del dominio {2.

Si en cualquiera de dichos términos aparece una derivada de orden m,
seré evidentemente necesario, para obtener en el limite dicho valor constante,
que el polinomio definido localmente sea al menos de grado m.

Diremos, pues, que una condicidén necesaria para que el desarrollo sea
convergente, es el criterio de desarrollo completo: si en la expresion integral
aparecen derivadas m-ésimas, ha de ser alcanzable un valor constante en
el dominio del elemento para la derivada m-ésima cuando el tamafio del
elemento tienda a cero.

Este criterio se satisface automaticamente si los polinomios que aparecen
en la funcién de forma N son completos hasta el grado m-ésimo. Este
criterio es asimismo equivalente al de deformacién constante postulado en
el Capitulo 2 (Seccién 2.5). Sin embargo, esto debe satisfacerse solo en el
limite cuando A — 0.

Si el grado de un polinomio completo empleado en el desarrollo mediante
elementos finitos es p > m, podrd averiguarse €l orden de convergencia
observando la aproximacién con la cual dicho polinomio puede seguir el
desarrollo en serie de Taylor local de la incégnita u. Evidentemente, el
orden de error sera simplemente O(hPt!) puesto que sélo podemos obtener
correctamente términos hasta un grado p.

El conocimiento del orden de convergencia es de gran ayuda para
averiguar la bondad de la aproximacién cuando se estudian diferentes mallas
de tamaifios decrecientes, aunque en el Capitulo 14 se vera que esta velocidad
asint6tica de convergencia dificilmente se alcanza si aparecen singularidades
en el problema. Una vez mds, hemos reestablecido algunas de las condiciones
que se examinaron en el Capitulo 2.
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A este nivel no se estudiaran las aproximaciones que no satisfagan las

condiciones de continuidad postuladas, excepto para hacer la observacién -

de que en muchos casos pueden ser convergentes y ciertamente dar mejores
resultados (véase Capitulo 11).

En lo anterior nos hemos referido a la convergencia de un tipo de elemento
dado a medida que el tamafio de éste se reduce. A menudo esto se denomina
convergencta tipo h.

Por otro lado, es posible considerar una subdivisién en elementos de un
tamafio dado y obtener convergencia a la solucién exacta incrementando el
orden p de los polinomios del elemento. A esto se le llama convergencia tipo
P, que obviamente estd asegurada.

En general, la convergencia tipo p es mas ripida por grado de libertad
introducido. Ambos tipos se discuten mas a fondo en el Capitulo 14.

PRINCIPIOS VARIACIONALES

9.9 ;Qué son los "principios variacionales”?

{Qué son los principios variacionales y cémo pueden utilizarse para
determinar soluciones aproximadas a problemas de medios continuos? A
estas cuestiones estan dirigidas las secciones siguientes.

Definamos primero: un “principio variacional” especifica una cantidad
escalar (funcional) II, definida por una expresién integral

0 0
H—/‘)F(u,‘—,j;u,...) dﬂ-f-/rE(u,au,...) dr (9.61)

en la cual u es la funcién incégnita y F' y E son operadores especificados. La
solucién para el problema del continuo es una funcién u que hace estacionario
a IT con respecto a variaciones pequefias §u. Asi pues, en el caso de los
problemas del continuo, la “variacién” es

51 = 0. (9.62)

Cuando pueda encontrarse un “principio variacional”, inmediatamente
podran establecerse medios para obtener soluciones aproximadas bajo ia
forma integral general adecuada para el analisis mediante elementos finitos.

Suponiendo un desarrollo con funciones de prueba en la forma

acostumbrada [Ec.(9.3)]

n
ux U= E N;a;
1

podemos sustituir ésta en la Ec.(9.61) y escribir

on on on
= —ba; + —ba,+...= —bap =0 (9.63)
3&1 682 aﬂn
Siendo esto cierto, para cualquier variacién §a se obtiene un sistema de
ecuaciones

on
381
om_ ) . \_y (9.64)
Oa
on
dan,

de las que podemos determinar los pardmetros a;. Estas ecuaciones
son expresiones integrales similares a las necesarias para la aproximacién
mediante elementos finitos, puesto que la definicién inicial de II se dio en
funcién de integrales definidas dentro del dominio y en el contorno.

El proceso de encontrar la estacionaridad respecto a los parametros a es
un problema clisico y estd asociado a los nombres de Rayleigh'? y Ritz.'®
Dicho proceso es de gran importancia en el analisis por elementos finitos y
ha sido identificado por muchos investigadores como “proceso variacional”.

Si el funcional II es de “segundo grado”, o sea, si la funcién u y sus
derivadas aparecen con exponentes menores o iguales a dos, la ecuacién (9.64)
se reducira a una expresién lineal del tipo general similar a la Ec.(9.8), es
decir,

M Katf=0 (9.65)
Oa

Se demuestra facilmente que entonces la matriz K sera siempre simétrica.
Para ello consideremos la variacién mas general del vector 31I/0a. Se puede
escribir ésta asi

d [on d (o1
5 (?9—3) = | 3ay (5;1) by, da, (5;) Sag, o | Kréa (9.66)

donde Kr es generalmente conocida como matriz tangente, teniendo gran
importancia en los analisis no lineales. Ahora, es facil ver que

-0 T
. =——=K 9.67
T Oa; Ba]- T, ( )

7t

Por consiguiente, K es simétrica.
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Para un funcional de segundo grado se obtiene, de la ecuacién (9.65),

om\ Cor
6(6a)_K6a o K=K (9.68)

y, por tanto, existiria simetria.

El hecho de que aparezcan matrices simétricas siempre que ezista un
principio variacional es una de las ventajas mds importantes del empleo de
procedimientos variacionales para la discretizacién. Sin embargo, a menudo
surgen formas simétricas directamente a partir del método de Galerkin. En
tales casos se concluye que el principio variacional existe, pero no es preciso
usarlo directamente.

;Cémo se presentan entonces dichos principios variacionales? ;Es
siempre posible construir uno para problemas continuos?

Para responder a la primera pregunta advirtamos que con frecuencia
los aspectos fisicos del problema pueden expresarse directamente en forma
variacional. Teoremas como el de la minimizacién de la energia potencial
total para el equilibrio de los sistemas mecanicos, el principio de minima
disipacion de la energia en fluidos viscosos, etc., pueden ser conocidos del
lector y son considerados por muchos como las bases de la formulacién. Ya
hemos hecho referencia anteriormente al primero de dichos principios en la
Seccién 2.4 del Capitulo 2.

Los principios variacionales de esta clase se llaman “naturales”,
pero desgraciadamente no existen para todos los problemas de medios
continuos, mientras que si pueden formularse siempre ecuaciones diferenciales
perfectamente definidas.

Sin embargo, hay otra categoria de principios variacionales que podriamos
denominar “imaginarios”. Tales principios imaginarios se pueden construir
siempre para cualquier problema expresado por ecuaciones diferenciales,
ya sea aumentando el niimero de funciones incégnita u, mediante las
variables adicionales conocidas como multiplicadores de Lagrange, o bien por
procedimientos que impongan un mayor grado de continuidad, como en los
problemas de minimos cuadrados. En las secciones que siguen se discutirén,
respectivamente, tales principios variacionales “naturales” e “imaginarios”.

Antes de proseguir, vale la pena hacer notar que ademds de que las
ecuaciones que se obtienen por medios variacionales son simétricas, a veces
resultan otras ventajas. Cuando son aplicables los principios variacionales
“naturales”, la cantidad II puede presentar por si misma un interés especial.
Si ello es asi, el procedimiento variacional presentala ventaja de que el calculo
de dicha cantidad es facil.

Observara el lector que si el funcional es de segundo grado y lleva a la
ecuacién (9.65), el “funcional” aproximado II se puede escribir simplemente
como
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I = %aTKa +aTf (9.69)

Que esto es cierto puede ser facilmente comprobado por el lector mediante
una sencilla diferenciacién.{

9.10 Los principios variacionales “naturales” y su relacién con las
ecuaciones diferenciales del problema

9.10.1 Ecuaciones de Euler. Si consideramos las definiciones expresadas en
la Ecs. (9.61) y (9.62), observaremos que para hacer el funcional estacionario
podemos escribir, tras diferenciar,

61 = /n6uTA(u) dQ + /FauTB(u) dl = 0. (9.70)

Como la expresién anterior ha de ser cierta para cualquier variacién Su,
debera ser

A(u)=0 en (9.71)
y

B(u)=0 en T
Si A coincide exactamente con las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el problema y B con sus condiciones de contorno, el principio variacional
serd natural. Las ecuaciones (9.70) y (9.71) son conocidas como las
ecuaciones diferenciales de Euler que corresponden al principio variacional
que exige la estacionaridad de II. Es facil demostrar que para todo
principio variacional se puede establecer el sistema de ecuaciones de Euler
correspondiente. Desafortunadamente, la inversa no es cierta y sélo ciertas
formas de ecuaciones diferenciales son ecuaciones de Euler de un funcional
variacional. En la seccién siguiente consideraremos las condiciones necesarias
de existencia de principios variacionales y daremos las normas para establecer
II a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales adecuadas.
En esta seccién continuaremos suponiendo que el principio variacional es
conocido.

Para ilustrar el procedimiento, consideremos un ejemplo concreto.

Supongamos que el problema se especifica exigiendo la estacionaridad del
funcional

t Obsérvese que
I = %E(aT)Ka + 3a"Kéa + éa™f
Como K es simétrica,
(aTKa = a”Kéa
y resulta
Sl = 6a"(Ka+f£)=0
que es cierto para todo éa” y, por tanto,
Ka+f=0
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nz/n[ <gf) 2k<g¢) —Q¢] dn-/rqwdr (9.72)

en el cual k y Q dependen sdlo de la posicién y §¢ es tal que §¢ = 0 en T'y
donde 'y y I'q son los contornos del dominio .
Efectuemos la variacién siguiendo las reglas de la diferenciacién. Se puede

escribir

ST = /[ ( )+kg—¢5(3¢) Q.sqs] aQ - /(q5¢ dr (9.73)

Como

6 (g%) = —‘9;(54;) (9.74)

podemos integrar por partes (como en la Seccién 9.3) y obtener, teniendo en
cuenta que §¢ = 0 en T'y,

e [ (25 ()l (0 -

- Esta expresion es similar a la Ec.(9.70) e inmediatamente vemos que las

ecuaciones de Euler son

A0=2(2)+ 2 (%) 0 ao

B(¢) = k% —-g=0 en 'y (9.75b)

Si imponemos el valor de ¢ de manera que ¢ = ¢ en I'y y é¢ = 0 en
ese contorno, el problema serd exactamente el que ya se ha discutido en
la Seccidén 9.3 y el funcional (9.72) representara una manera alternativa de
definir el problema de la conduccion bidimensional del calor.

En este caso hemos “adivinado” el funcional, pero el lector observara que
la operacidn variacional podria haberse efectuado para cualquier funcional
dado, y establecer asi sus correspondientes ecuaciones de Euler.

Continuemos con el problema para obtener una solucién aproximada al
problema lineal de la conduccién del calor. Tomando, como siempre,

$~¢=) N, =Na (9.76)

si sustituimos esta aproximacién en la expresién del funcional II [Ec.(9.72)],
obtenemos
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_[1 oN; \? 1 aN; \?
II_./nik(Z = ) dQ+/‘;2k(Za—y-a,) -
—/QZNiaidﬂ—/ 7> Nya;dl
Q T,

Y diferenciando respecto a uno cualquiera de los pardmetros a; tenemos

on ON; ON; ON; BN]
0a; /nk(z oz a1>6—wdﬂ+/k<z dy a’) 5y

(9.77)

(9.78)
—/ QNJ-dQ—/ gN;dl
Q T,
y el sistema de ecuaciones que soluciona el problema es
Ka+f=0 (9.79)
con
BN ON;
Kij=Kj= [ k— —2da+ / O 40
6 0 13
o o y (9.80)

—/NdeQ—/ N;gdl
Q I,

Observard el lector que las ecuaciones de aproximacién son aqui idénticas a
las obtenidas en la Seccién 9.5 para el mismo problema segin el método
de Galerkin. No resulta aqui, pues, ninguna ventaja del empleo de la
formulacién variacional, e incluso podemos predecir ahora que el método
de Galerkin y el variacional deben dar la misma solucién en los casos en que
existan principios variacionales naturales.

9.10.2 Relacion del método de Galerkin con las aprozimaciones mediante
principios variacionales. En el ejemplo precedente hemos visto que las
aproximaciones obtenidas siguiendo principios variacionales y el método de
los residuos ponderados de Galerkin son idénticas. Que esto es asi se deduce
directamente de la ecuacién (9.70), en donde la variacién se dedujo en funcién
de las ecuaciones diferenciales originales y de las condiciones de contorno
asociadas al problema.
Si consideramos la aproximacién polinémica habitual [Ec. (9.3)]

ux = Na
podemos escribir que la variacién de esta aproximacién es

6 = Néa (9.81)
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e introduciendo la expresion anterior en (9.70), obtenemos
81 = §a” / NTA(Na)dQ + §a’ / NTB(Na)dl' (9.82)
Q T

Siendo cierto lo anterior para cualquier §a, serd necesario que la
expresién que quede entre paréntesis sea cero. Como el lector reconocera
inmediatamente, esto es simplemente la forma de Galerkin del método de los
residuos ponderados analizada con anterioridad [Ec.(9.25)], y con esto queda
demostrada la identidad de ambos procesos.

Hemos de subrayar, no obstante, que esto sdlo es cierto si las ecuaciones
de Euler del principio variacional coinciden con las ecuaciones que gobiernan
el problema original. Por ello, el método de Galerkin tiene un mayor campo
de aplicabilidad.

Hemos de hacer notar en este punto otra particularidad. Si consideramos
un sistema de ecuaciones [Ec.(9.1)]

A;(u)
A(u) =< As(u) p =0

donde i = Na, la ecuacién de los residuos ponderados de Galerkin se
convierte en (prescindiendo de las condiciones de contorno)

/QNTA(ﬁ)dQ =0 (9.83)

Esta expresién no es tinica ya que podemos ordenar el sistema de ecuaciones
A de muchas maneras. Sélo una de éstas correspondera exaé¢tamente con las
ecuaciones de Euler de un principio variacional (si éste existe), y el lector
puede comprobar que para un sistema de ecuaciones ponderadas segin el
procedimiento de Galerkin, en el mejor caso, solamente una de las diferentes
maneras de ordenar el vector A nos daré un sistema de ecuaciones simétrico.

Consideremos como ejemplo el caso de la conduccién unidimensional del
calor (Ejemplo 1, Seccién 9.5), redefinido como sistema de ecuaciones con

dos incégnitas: la temperatura ¢ y el flujo de calor g. Sin tener en cuenta .

por ahora las condiciones de contorno, podemos escribir dichas ecuaciones
como sigue

d
A(w) = " +{°}:0 (9.84)
dq Q '
dz

o como sistema de ecuaciones lineales,
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A(u)=Lu+b=0

1, —— 0 q
L= dz b: = :
A S U e

Escribimos la funcién de prueba empleando una interpolacién distinta para
cada funcion

en las que

N!0
u= E Niai N,’: [ 01 N.Z:|
1

y aplicando el método de Galerkin se llega a un sistema habitual de ecuaciones
lineales con

NINY, _N;iNz
K; = | NTLN; de = L fdz (9.86)
J 1 J d dz
0 Q| N2 —N} 0
tdz 1)

Esta expresién proporciona, tras integrar por partes, un sistema de
ecuaciones simétrico, t y

K;; = Ky (9.87)

Si simplemente se invirtiera el orden de las ecuaciones, o sea, poniendo

Aw)=| % | +0@ V=0 (9.88)

la aplicacién del método de Galerkin nos conduciria a ecuaciones asimétricas,
muy distintas a las que aparecen utilizando principios variacionales. Este
segundo tipo de aproximacién de Galerkin ofrece claramente menos ventajas,
debido a la pérdida de la simetria en las ecuaciones resultantes. Se ve
facilmente que el primer sistema corresponde exactamente con las ecuaciones
de Euler de un principio variacional.

d d
t Puesto que /N,—‘ ——N]dz =~ [ N/——N/dz+ términos de contorno.
dz Jdz



248 El Método de los Elementos Finitos

9.11 Establecimiento de principios variacionales naturales en el
caso de ecuaciones diferenciales lineales autoadjuntas

9.11.1 Teoremas generales. Las reglas generales para deducir principios
variacionales naturales a partir de ecuaciones diferenciales no lineales son
complicadas, e incluso las comprobaciones a efectuar para determinar si
dichos principios existen no son nada sencillas. Sin embargo, Veinberg,!4
Tonti'® y Oden,'® entre otros matematicos, han trabajado mucho en este
campo. _

El problema es mas sencillo si las ecuaciones diferenciales son lineales,
_ pudiéndose encontrar un estudio completo para este caso en los trabajos
realizados por Mikhlin,'"!® que se presentan brevemente en esta seccién.

Sélo consideraremos aqui el establecimiento de principios variacionales
para sistemas de ecuaciones lineales con condiciones de contorno forzadas,
tales que al efectuar la variacién satisfagan éu = 0 en el contorno. La
ampliacién a condiciones de contorno naturales es facil y la omitimos.

* Escribiendo un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en la forma

A(u)=Lu+b=0 (9.89)

en donde L es un operador diferencial lineal, se puede demostrar que los
principios variacionales lineales exigen que el operador L sea tal que

/¢TL7dQ=/7TL¢dQ+t.c. (9.90)
Q Q

cualesquiera que sean los conjuntos de funciones ¥ y 7. En lo anterior,
“t.c.” representa los términos de contorno, de los cuales prescindimos en
este contexto. La propiedad requerida para el operador anterior es la de ser
autoadjunto o simétrico.

Si el operador L es autoadjunto, se puede escribir el principio variacional
inmediatamente como

o= / [%uTLu + uTb] dQ +t.c. (9.91)
Q

Para comprobar la veracidad de la expresién anterior, hay que considerar
su variacién. Asi pues, escribimos

1
8 = / B&uTLu + 5uT6(Lu) + 6uTb] dQ + t.c. (9.92)
Q
Teniendo en cuenta que para todo operador lineal

§(Lu) = Léu (9.93)
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y que, en virtud de la identidad (9.90), u y éu se pueden considerar como
dos funciones cualesquiera, podemos escribir la Ec.(9.92) como sigue

6 = / §uT(Lu + b)dQ + t.c. (9.94)
Q

Observemos inmediatamente que el término entre paréntesis, o sea la
ecuacién de Euler del funcional, es idéntica a la ecuacién postulada
originalmente y, por consigu.iente', estd verificado el principio variacional.
Todo esto nos proporciona una manera sencilla de obtener y comprobar
expresiones variacionales naturales para las ecuaciones diferenciales del
problema.
Consideremos dos ejemplos.

Ejemplo 1. Primeramente un problema regido por una ecuacidn
diferencial similar a la conduccion del calor, esto es,

Vi+cd+Q=0 (9.95)

donde ¢ y Q dependen sélo de la posicidn.
Podemos escribir lo anterior de la manera general expresada por la Ec.
(9.89) siendo

o &

L= |,
O8z?’ Gy?’

c] b=Q (9.96)

Comprobando que L es un operador autoadjunto (lo que se deja para el
lector como ejercicio), obtenemos inmediatamente un principio variacional

= [[Le (22, 04
- [ [2¢ (622 + 5 +c¢>+Q¢] dz dy (9.97)

satisfaciendo ¢ las condiciones de contorno forzadas, o sea, ¢ = ¢ en Ty.
Integrando por partes los dos primeros términos, obtenemos

1784\ 1/84\* 1 ,

H__/n[‘z (6z) +2(ay) —5¢4" ~ Q4| dzdy (9.98)

teniendo en cuenta que los términos del contorno con ¢ prefijada no alteran
el principio.

Ejemplo 2. El sequndo problema se refiere al sistema de ecuaciones ya
ezaminado en la seccidn anterior [Ecs. (9.84)-(9.85)]. De nuevo se puede
comprobar que el operador es autoadjunto. El funcional se escribe ahora asi
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n= [ (o) 1 E|{8) {8 {3)) =-
=/n(q’—q;—(:+¢j—i+¢q) dz (9.99)

Se deja para el lector la comprobacién de que la expresién anterior es correcta
efectuando su variacién.

Los dos ejemplos anteriores ilustran la sencillez de la aplicacién de las
expresiones generales. Observara el lector que el operador sera normalmente
autoadjunto si el orden de diferenciacién es par. Si el orden es impar, fﬂ
operador sélo serd autoadjunto cuando esté representado por una matriz
antisimétrica, como ocurre en el segundo ejemplo.

0.11.2 Correccion para obtener operadores autoadjuntos. A veces, un
operador lineal que no sea autoadjunto puede corregirse de manera que se
transforme en autoadjunto sin alterar la ecuacién bésica. Consideremos, por
ejemplo, un problema regido por la siguiente ecuacién diferencial lineal,

d2¢ do
PR

donde o y A son funciones de z. Es facil ver que el operador L es escalar:

+Bp+q=0 (9.100)

p=% el g (9.101)
dz? dz
y que no es autoadjunto.
Sea p una funcién de z, por el momento indeterminada. Demostraremos
que es posible convertir la ecuacién (9.100) en una forma autoadjunta al

multiplicarla por esta funcién. El nuevo operador se transforma en
L=pL (9.102)
Para comprobar la simetria con dos funciones cualesquiera ¥ y 7, escribimos

= ﬁ aiil ] dz 9.103
/91!’(11137)«13 = /n [#}pdzz +ypaz +¥Bpy (9.103)

Integrando por partes el primer término, obtenemos

d(¢¥p) dy dy ) . —
/n(_ PP C1 4 ypal 4 ppyde) de+te

dy dvy dy dp .
=/[_IE”£+¢E <pa—dz)+¢ﬂpy} dz +t.c.

(9.104)
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Los términos que presentan simetria (y, por tanto, son autoadjuntos) son
el primero y el ltimo. El término central sdlo sera simétrico si se anula, es
decir, si

d
pa— L =0 (9.105)
[¢]
d
. adz
p=elod (9.106)

Con esta expresién de p el operador se convertird en autoadjunto, y podra
encontrarse facilmente un principio variacional para el problema representado
por la expresién (9.100).

Guymon et al.'® han utilizado procedimientos similares para deducir
formas variacionales en el caso de una ecuacién de difusién por conveccién no
autoadjunta. (Esta falta de simetria se observa en la ecuacién que aparece
en la Seccién 9.5, Ejemplo 2.). Este problema se discute mas a fondo en el
Apéndice 7.

Un método similar para crear funcionales variacionales se puede extender
al caso particular de que la Ec. (9.89) no sea lineal, y

b =b(u,z,...) (9.107)

Observando bien la Ec. (9.92) vemos que podriamos escribir

5(ub) = &(g) (9.108)

g:/deu

Esta integracion es generalmente muy facil de realizar.

si

9.12 ;Miéximo, minimo o punto de ensilladura?

Hasta ahora, al estudiar principios variacionales hemos supuesto
simplemente que en el punto de la solucién §II = 0, o sea, que el funcional es
estacionario. Con frecuencia se desea saber si II es un maximo, un minimo, o
simplemente un punto de ensilladura. Si se trata de un maximo o un minimo
la aproximacién estard siempre “acotada”, es decir, que nos dari valores
aproximados de II que serdn mayores o menores que los correctos. Esto en
si puede ser de importancia practica.

Cuando en cdlculo elemental consideramos un punto estacionario de una
funcién II de una sola variable a, estudiamos la variacién de dII con da y
escribimos
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d(dll)=d (-‘Z—gda) = a—z:I;(da)z (9.109)

El signo de la segunda derivada determina si II es un minimo, un maximo,
o simplemente estacionario (punto de ensilladura), tal como se muestra en
la Figura 9.7. Por analogia con el calculo de variaciones consideremos los
incrementos de 6II. Teniendo en cuenta que la expresién general de esta
cantidad viene dada por la Ec. (9.63), y empleando la expresién de la
segunda derivada dada por la Ec. (9.66), podemos escribir en funcién de
los parametros de la discretizacién

_ . [am\T ro (00 T
HONER) (E) ba=6aTé (%) = 6aTKréa (9.110)

Si en la expresién anterior §(8II) es siempre negativa, es obvio que II se
estara aproximando a un maximo. Si es siempre positiva, II serd un minimo.
Pero si el signo es indeterminado, ello nos indica que existe un punto de
ensilladura.

Puesto que éa es un vector arbitrario, lo afirmado equivale a la condicién
de que la matriz Kr sea definida negativa para un méaximo o definida
positiva para un minimo. Asi pues, la forma de la matriz Kr (o de K
en problemas lineales, que es igual a ella) es de gran importancia en los
problemas variacionales.

n

Figura 9.7 Maximo, minimo y punto de ensilladura de un funcional II de una
variable.
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9.13 Principios variacionales condicionados. Multiplicadores de
Lagrange y funciones adjuntas

9.13.1 Multiplicadores de Lagrange. Consideremos el problema de hacer
estacionario un funcional II, funcién de la incégnita u, la cual obedece un
cierto sistema adicional de relaciones diferenciales

C(u)=0 en (9.111)

Podemos introducir esta condicién formando otro funcional
M(u,)) = O(u) +/ ATC(u) 02 (9.112)
Q

en el cual A es un conjunto de funciones de las coordenadas independientes
en el dominio  conocidas como multiplicadores de Lagrange. La variacion
del nuevo funcional es ahora

61 = 611 + / SATC(u)d + / AT§C(u) d (9.113)
Q Q
que es cero si C(u) = 0 (y, por tanto, §C = 0), y simultineamente,

S =0 (9.114)

De una manera similar se pueden introducir condiciones en ciertos puntos o
en el contorno. Por ejemplo, si se impone la condicién de que u cumpla que

E(u)=0 enT (9.115)

afadiremos al funcional original el término

/F ATE(u)dl (9.116)

siendo A ahora una funcién desconocida definida sélo en I'. Alternativamente,
si la condicién definida por C es aplicable a uno o mas puntos del sistema,
entonces la simple adicién de ATC(u) al funcional original en dichos puntos
introducird un nimero discreto de condiciones.

Parece, por tanto, que siempre es posible modificar un funcional para
incluir cualesquiera condiciones prescritas sin mds que introducir funciones
adicionales A. En el proceso de “discretizacién” tendremos que emplear ahora
funciones de prueba para describir tanto u como A.

Escribiendo, por ejemplo,

=) Nj;=Na A=) Npb;=Nb (9.117)

obtendremos un sistema de ecuaciones
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o1l
on Ba a
ac om (™ 0 c = { b } (9.118)
db

del cual pueden obtenerse ambos conjuntos de parametros a y b. Es, sin
embargo, paradéjico que el problema “condicionado” haya resultado tener
mayor nimero de parametros desconocidos que el original y realmente una
solucién mds complicada. A pesar de todo, encontraremos que el empleo
de los multiplicadores de Lagrange nos sera muy 1itil para formular ciertas
expresiones variacionales de fisica y haremos uso de ellos de forma mas
general en el Capitulo 12.

El hecho de que el nimero de parimetros aumente al introducir una
condicién quizds pueda ilustrarse mejor con un problema algebraicamente
sencillo en el que se desea hallar el valor estacionario de una funcién de
segundo grado de dos variables a; y a3:

II = 2a? — 2a1a; + a2 + 18a; + 6a, (9.119)

sujeta a la condicién

ay —az = 0 (9120)

La manera evidente de proceder seria introducir la “condicién” en la
funcién II y obtener

I = a? + 24q, (9.121)
y para imponer la estacionaridad, escribir

on

B =0=2ut2  m=a=-12 (9.122)
Introduciendo un multiplicador de Lagrange A, se puede encontrar
alternativamente la estacionaridad de

I = 2a} — 2a;a; + a} + 184, + 6a; + Ma; — a;) (9.123)°

y escribir tres ecuaciones simultaneas
on i n
om _ oM _ ol _
6a1 6a2 6/\

La solucién del sistema anterior nos lleva de nuevo a la solucién correcta

0 (9.124)

a; =a; = —12 A=6

pero con un esfuerzo considerablemente mayor. Desgraciadamente, en la
mayoria de los problemas de medios continuos las condiciones no se pueden
eliminar directamente de una forma tan facil.t

Antes de proseguir, es interesante investigar la forma de las ecuaciones
que resultan del funcional modificado II expresado en la Ec.(9.112). Si las
ecuaciones de Euler del funcional original II formaban un sistema

A(u)=0 (9.125)
tendremos entonces que

6l = / 6uTA(u)dQ + / §ATC(u) dQ + / ATsC dQ (9.126)
Q Q Q

Sustituyendo las funciones de forma (9.117) podemos escribir, si las
condiciones forman un sistema de ecuaciones lineales,

C(u) =Liu+C,

ST = sa” /n NTA(i1) d + 6bT /ﬂ N*(L,a + C,) d+ (9.127)
+ 6a” / (LIN)Ad2 =0
0

Como esto ha de ser cierto para todas las variaciones éa y éb, obtenemos un
sistema de ecuaciones

/ NTA(1)d0 +/(L1N)T:\dﬂ =0
Q Q

/ NT(L,a+ C;)d2 =0 (9.128)
Q

Si A es un sistema de ecuaciones lineales, el primer término de la ecuacién
primera es precisamente la aproximacién variacional ordinaria sin condiciones

Ka+f (9.129)

e introduciendo de nuevo las funciones de prueba (9.117) podemos escribir
las ecuaciones aproximadas (9.128) como un sistema lineal:

K) Kab a f _
ch:[KZb’ 0 ]{b}+{0}—0 (9-130)

t Szabo y Kassos® han empleado dicha eliminacién directa en el campo de los
elementos finitos, encontrando que, sin embargo, implica una considerable manipulacién
algebraica.
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donde
KT, = / NTL,N d0 (9.131)
Q

Evidentemente el sistema de ecuaciones es simétrico pero ahora tiene ceros en
la diagonal y, por tanto, la cantidad variacional II es puramente estacionaria.
Podran encontrarse dificultades de cdlculo mas adelante a menos que el
proceso que se siga para solucionar el sistema permita que haya términos
nulos en la diagonal.

9.13.2 Identificacion de los multiplicadores de Lagrange. Condiciones de
contorno forzadas y principios variacionales modificados. Aunque se han
introducido los multiplicadores de Lagrange como un artifico matematico,
necesario para hacer que se cumplan ciertas condiciones exteriores que ha de
satisfacer la expresién variacional original, encontraremos que en la mayoria
de las situaciones reales pueden identificarse con ciertas cantidades fisicas,
de importancia para el modelo matematico original. Esta identificacion se
deducira inmediatamente de la definicidn del principio variacional establecida
en la Ec. (9.112) y a través de la segunda de las ecuaciones de Euler
correspondientes al mismo. La variacién 611, escrita en la Ec. (9.113), nos
proporciona a través de sus dos primeros términos la ecuacién de Euler
original del problema correspondiente al funcional II y la ecuacién de la
condicién. El dltimo término se puede siempre volver a escribir como sigue

/ AT6C(u)dQ = / uTR(A,u)dQ + t.c. (9.132)
1} Q
imponiendo la condicién de que

R(\,u) =0 (9.133)

Esto nos permite identificar A.

En los tratados de célculo variacional aparece con frecuencia esta
identificacién y dirigimos al lector al excelente texto de Washizu?! donde
encontrara numerosos ejemplos.

Aqui introduciremos esta identificacién mediante el ejemplo considerado
en la Seccién 9.10.1. Como hemos visto, el principio variacional de la
Ec.(9.72) establecia la ecuacién que rige el problema de la conduccién del
calor y sus condiciones de contorno naturales, con tal que la condicién de
contorno forzada

C(¢)=¢-9=0 (9.134)

se cumpliera en I'y al elegir las funciones de prueba para ¢.
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Esta condicién de contorno forzada puede considerarse siempre como
una condicién impuesta al problema original. Podemos escribir como sigue
la expresién variacional condicionada

=0 +/F A(¢ — ¢)dT (9.135)
¢

donde II viene dado por la Ec.(9.72).
Al efectuar la variacién, podemos escribir

ST =6I+ [ 6M¢—@)dl + [ 6¢AdD (9.136)
Ty Ty

con 811 dado ahora por la expresién (9.75a) aumentada en la integral

n

/ 56828 ar (9.137)
ry O

de la cual habfamos prescindido anteriormente (puesto que habiamos
supuesto §¢ = 0 en Iy). Ademds de las condiciones expresadas en la
Ec. (9.75b), exigimos ahora que se cumpla

/ 5X\(¢ — ¢)dT + / &9 (A + k%’?) dl =0 (9.138)
P¢ I"¢ n

lo que debe ser cierto para todas las variaciones §) y §¢. La primera integral
simplemente reitera la condicién

¢-¢=0 enTy (9.139)
La segunda define A como
A= —ka—¢ (9.140)
On

Teniendo en cuenta que k%?; es igual al flujo —q en el contorno Iy, se ha
conseguido una interpretacién fisica del multiplicador.

Una vez que se ha identificado la variable lagrangiana, podemos
establecer un principio variacional modificado reemplazando A por su valor
identificado.

Podriamos asi escribir una nueva expresién para el ejemplo anterior:

9¢

:= _ k__
M=1 L, ¥on

(¢ — #)dT (9.141)

en la que II viene dado de nuevo por la expresién (9.72), pero ¢ no esta
sometida a ninguna condicién de contorno. El empleo de estos principios
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variacionales modificados puede servir para restablecer la continuidad entre
elementos, y parece que con este objeto han sido introducidos por Kikuchi
y Ando??. En general, éstos presentan interesantes nuevos procedimientos
para establecer principios variacionales tiles.

Chen y Mei®® y Zienkiewicz et al?* han ampliado ain mds estas
expresiones. Washizu?! analiza muchas de estas aplicaciones en el
campo de la mecanica de estructuras. El lector puede comprobar que
el principio variacional definido en la expresién (9.141) conduce a que
todas las condiciones de contorno del ejemplo considerado se satisfacen
automadticamente.

La utilizacién de principios variacionales modificados devuelve el
problema al nimero inicial de funciones o pardmetros incégnita por lo que
resulta ventajosa'desde el punto de vista del cdlculo.

9.13.3 Un principio variacional general. Funciones y operadores adjuntos.
El método de los multiplicadores de Lagrange conduce a un procedimiento
inmediato para “crear” un principio variacional para cualquier sistema de
ecuaciones:

A(u) =0 (9.142)

Si consideramos las ecuaciones anteriores como un sistema de condiciones,
podemos obtener en general un funcional variacional sin mas que hacer II = 0
en la Ec. (9.112) y escribir

i =/Q,\ A(u)dQ (9.143)

imponiendo ahora la condicién de estacionaridad para todas las variaciones
§X y 6u. La nueva expresion variacional ha sido, sin embargo, introducida
a expensas de duplicar el nimero de variables del problema discretizado.
Considerando tinicamente el caso de ecuaciones lineales, o sea,

A(uy=Lu+g=0 (9.144)

y discretizando vemos que, siguiendo los pasos implicados en las ecuaciones
(9.126) a (9.130), el sistema final de ecuaciones adquiere ahora la forma

0 K,
o oG (0149

NT T
Kgb:'/nNL NdQ

con

(9.146)
fz/Nngﬂ
1]
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Las ecuaciones son completamente independientes una de otra y el segundo
sistemna se puede resolver separadamente para obtener todos los pardmetros a,
que describen las incégnitas en las que estdbamos originalmente interesados,
sin considerar los parametros b. Obsérvese que este segundo sistema de
ecuaciones es idéntico al que resulta de seguir un proceso, a primera vista
arbitrario, de residuos ponderados. Hemos, pues, cerrado el ciclo y obtenido
las expresiones de residuos ponderados de la Seccién 9.9 a partir de un
principio variacional general.

La funcién A que aparece en el principio variacional de la Ec. (9.143) se
conoce como funcion adjunta de u.

Efectuando la variacién de la Ec. (9.143) es facil ver que las ecuaciones
de Euler correspondientes son tales que

A(u) =0 (9.147)
y
A*(u)=0 (9.148)
donde el operador A* es tal que
/ AT6A(u)dQ = / suTA*())dQ (9.149)

El operador A* es el llamado operador adjunto y solamente aparece en
problemas lineales (ver Apéndice 7).

Para comprender el significado total del operador adjunto se recomienda
al lector que consulte textos de matematicas.?®

9.14 Principios variacionales condicionados. Funciones de
penalizacién y el método de los minimos cuadrados

9.14.1 Funciones de penalizacion. En la seccién anterior hemos visto cémo el
proceso de introduccién de multiplicadores de Lagrange nos permite obtener
principios variacionales condicionados a expensas de aumentar el nimero
total de incégnitas. Mas aun, hemos mostrado que incluso en problemas
lineales las ecuaciones algebraicas que han de resolverse se complican con
la aparicién de términos diagonales nulos. En esta seccidén consideraremos
un procedimiento alternativo para la introduccién de condiciones carente de
estos inconvenientes.

Considerando nuevamente el problema de obtener la estacionaridad de II
con un sistema de condiciones C(u) = 0 en el dominio {2, observamos que el
producto

CTC=C*+C?+... (9.150)
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donde
cT=[Cy, C, ...

debe ser siempre una cantidad positiva o nula. Evidentemente se encuentra
este tltimo valor cuando se satisfacen las condiciones y obviamente la
variacién

§(CTC)=0 (9.151)

cuando el producto alcanza dicho minimo.
Ahora podemos escribir inmediatamente un nuevo funcional,

O=1+ a/CT(u)C(u) Q (9.152)

donde a es un “nimero de penalizacién”, e imponer que la solucién del
problema condicionado sea estacionaria. Si II es de por si un minimo
de la solucién, a debe ser entonces un nimero positivo. La solucién
obtenida haciendo estacionario el funcional II satisfard las condiciones sélo
aproximadamente. Cuanto mayor sea el valor de @ mas cerca estaremos de
satisfacer las condiciones. Mas aiin, parece evidente que el procedimiento es
mas adecuado para casos en que II sea un minimo (o maximo) absoluto, pero
incluso se puede usar provechosamente cuando es simplemente un punto de
ensilladura. El procedimiento es igualmente aplicable tanto para condiciones
en el contorno, como para simples condiciones aisladas. En este ultimo caso
no es necesario efectuar la integracion.

Para aclarar ideas consideremos de nuevo el problema algebraico de la
Seccién 9.13, en donde se buscaba hacer estacionario el funcional dado por
la Ec. (9.119) sujeto a una condicién. Siguiendo el método de la funcién de
penalizacién podriamos buscar ahora el minimo del funcional

I = 2a? — 2a,a; + a2 + 18a; + 64, + a(a; — a;)° (9.153)

respecto de la variacién de ambos parametros a; y a,. Escribiendo las dos
ecuaciones simultineas

om _ Ol _

- = .154
9a, Bay 0 (9-154)

encontramos que a medida que el valor de a aumenta nos acercamos a la
solucién correcta. En la Tabla 9.1 se muestran los resultados que demuestran
la convergencia.

Observara el lector que en un problema formulado de la forma precedente
la condicién no introduce parametros incégnita adicionales, pero tampoco
disminuye su nimero inicial. Si el principio variacional original es de minimo,
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TABLA 9.1
a = 1 2 6 10 100
« = -1200 -12.00 -—12-00 - 12.00 —12-00
a, = -—1350 —13.00 —1243 —12.78 -12.03

las matrices obtenidas por este procedimiento serin siempre de definicién
marcadamente positiva.

El método de las funciones de penalizacién ha demostrado ser muy
efectivo para aplicaciones practicas, 2 y en realidad muchas veces se emplea
intuitivamente. Una de tales aplicaciones “intuitivas” se ha efectuado ya
cuando impusimos los valores de los pardmetros de contorno de la forma
indicada en el Capitulo 1, Seccién 1.4.

En el ejemplo alli presentado (y frecuentemente en el ensamblaje de
ecuaciones de elementos finitos), las condiciones de contorno forzadas no
se introducen a priori, y el problema da por resultado, tras el ensamblaje,
un sistema de ecuaciones

Ka+f=0 (9.155)
que se puede obtener de un funcional (si K es simétrica)
17 T
o= 58 Ka+a'f (9.156)
Introduciendo un valor de a,, o sea, escribiendo
a—a; =0 (9.157)
se puede modificar el funcional para dar
T=1+a(a — ) (9.158)
obteniéndose
Ku=Kn+2« f, =f — 2@ (9.159)

quedando invariables el resto de los coeficientes de la matriz. Este
procedimiento es el mismo que adoptamos en el Capitulo 1 para modificar
las ecuaciones, introduciendo valores dados de a; (aqui 2a sustituye a «,
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el “mimero elevado” de la Seccién 1.4). Campbell?” ha estudiado muchas
aplicaciones de esta naturaleza “discreta”.

Como segundo ejemplo consideraremos el problema de la flexién de una
viga, examinado ya en el Capitulo 2 (Seccién 2.10). Este problema se puede
plantear como la minimizacién de la energia potencial total, dada por

1 L d?w 2 L
H—~2-/; EI (w) dz—/; wgdz (9.160)

Como la formulacién anterior exige que w sea de continuidad Cj, es
interesante investigar la posibilidad de una reformulacién que imponga sélo
continuidad Cy. Tal alternativa seria imponer la minimizacién de

| Ly (de\? L
II=A EEI<E> dz—/; wgdz (9.161)

sujeta a la condicién

C=—-0=0 (9.162)

Evidentemente, 8 es aqui la aproximacién del giro y Il es ahora una funcién
de dos variables, § y w, que puede ser interpolada con continuidad Cj.

Podemos introducir ahora una expresién variacional modificada usando
la funcién de penalizacién:

L 2
= dw
H—H+a/o (EZ“’) (9.163)

donde a es un nimero grande.
El ingeniero de estructuras reconocerd inmediatamente el significado
fisico de a, que no es otro que el de la rigidez al esfuerzo cortante

o= %GA (9.164)

y que la formulacién presentada corresponde a una viga en la que las flechas
y los giros de las secciones varian independientemente, y el término adicional
representa la energia de deformacién absorbida por los esfuerzos cortantes.
Los elementos de placa y laminas gruesas estudiados en el segundo
volumen no son sino extensiones del proceso expuesto aqui.
En otro contexto,?®?® es ficil demostrar que el empleo de un coeficiente de
Poisson elevado (v — 0, 5) para el estudio de sélidos o fluidos incompresibles
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equivale de hecho a introducir un término de penalizacién para suprimir toda
compresibilidad permitida por una variacién arbitraria del desplazamiento.
El uso de una funcién de penalizacién en el contexto de elementos finitos
presenta ciertas dificultades:
Primero, el funcional condicionado (9.152) lleva a ecuaciones de la forma

(Ki+aKjz)a+f=0 (9.165)

donde K, deriva de las funciones originales y K, de las condiciones impuestas.
Cuando o aumenta, la ecuacion anterior degenera en:

K,a=—f/a—0

y a = 0 a menos que K; sea una matriz singular. Esta singularidad no se
produce siempre y en el Capitulo 12 examinaremos los procedimientos para
introducirla.

Segundo, con valores de a finitos pero elevados se encuentran dificultades
numéricas. Teniendo en cuenta que los errores de discretizacién pueden ser
de orden comparable a los debidos a no satisfacerse las condiciones, podemos
hacer

a = constante(1/h)"

asegurando una convergencia hacia la solucién correcta. Fried**?° estudia
detalladamente este problema.

En la referencia 31 se encontrard un estudio mas general acerca del tema
completo, asi como en el Capitulo 12 donde se aclara la relacién entre los
multiplicadores de Lagrange y las formas penalizadas.

9.14.2 Aprozimacion mediante minimos cuadrados. En la Seccién 9.13.3
hemos visto como mediante principios variacionales condicionados se puede
obtener un principio variacional general si las ecuaciones de las condiciones
se transforman en las ecuaciones que gobiernan el problema

C(u) = A(u) (9.166)

Obviamente se puede seguir el mismo procedimiento para el método de la
funcién de correccién imponiendo que II = 0 en la Ec. (9.152). Podemos,
por tanto, escribir una “expresién variacional”

ﬁ:/ﬂ(Af+A§+---)dQ=/nA (u)A(u) dQ (9.167)

para cualquier sistema de ecuaciones diferenciales. En la expresion anterior
se supone que u satisface las condiciones de contorno (condicién de contorno
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forzada), y se prescinde del pardmetro a puesto que éste se transforma
simplemente en un multiplicador.

Evidentemente la expresién anterior equivale simplemente a la condicién
de que la suma de los cuadrados de los residuos de las ecuaciones diferenciales
sea minima para la solucién correcta. Dicho minimo es obviamente cero, y
el proceso es simplemente el conocido método de aproximacién de minimos
cuadrados.

Es igualmente evidente que la solucién correcta podria obtenerse
minimizando cualquier funcional de la forma

ﬁ=/(p1A§+p2A;+..-)dn=/AT(u)pA(u)dn (9.168)
Q Q

donde py, pa, ..., etc., son funciones o constantes de valor positivo y p es
una matriz diagonal

1 31 0

P2
(9.169)

0

La anterior alternativa es conveniente a veces puesto que da diferente
importancia a la satisfaccién de componentes individuales de la ecuacién y
permite mayor libertad para escoger la solucién aproximada. Una vez mas,
dicha funcién de ponderacién se podria escoger de manera que asegurase una
relacién constante entre los términos contribuidos por los distintos elementos,
aunque este método no ha sido todavia puesto en practica.

Los métodos de minimos cuadrados del tipo que acabamos de mostrar
constituyen un procedimiento alternativo muy eficaz para obtener formas
integrales a partir de las que se puede iniciar una solucién aproximada,
habiéndose usado recientemente con considerable provecho.3?3% Puesto
que los principios variacionales de minimos cuadrados se pueden escribir
para cualquier sistema de ecuaciones diferenciales sin introducir variables
adicionales, se plantea la pregunta de cual es la diferencia entre éstas y las
obtenidas de los principios variacionales naturales examinados previamente.
Efectuando la variacién en algin caso particular, encontrara el lector que
las ecuaciones de Euler que se obtienen ya no coinciden con las ecuaciones
diferenciales originales, sino que resultan ser derivadas de mayor orden de las
mismas. Esto introduce la posibilidad de que, si se utilizan condiciones de
- contorno incorrectas, aparezcan soluciones falsas. Aln mads, generalmente se
necesitardn funciones de prueba cuyo orden de continuidad sea superior. Esto
puede ser un inconveniente grave, pero frecuentemente evitable definiendo el
problema originalmente mediante un sistema de ecuaciones de menor orden.

GENERALIZACION DE LOS CONCEPTOS DE ELEMENTOS FINITOS 265

Consideramos ahora la forma general de las ecuaciones discretizadas que
resultan de la aproximacién por minimos cuadrados en el caso de los sistemas
de ecuaciones lineales (prescindiendo de nuevo de las condiciones de contorno
que se impongan). Asi pues, si tomamos

A(u)=Lu+b (9.170)
y empleamos la aproximacién habitual
i =Na (9.171)
podemos escribir, tras sustituir en (9.168),

= /[(LN)a + b)Tp[(LN)a + b] dQ (9.172)

y
ST = / 6aT(LN)"p[(LN)a + b]dQ + / [(LN)a+b]Tp(LN)éadQ (9.173)
Q Q
o, puesto que p es simétrica,

§TT = §a” { [2/9(LN)Tp(LN)dQ] a+t /Q(LN)pr dﬂ} (9.174)

Esto conduce inmediatamente a la ecuacién de la aproximacién bajo su forma
usual:

Ka+f=0 (9.175)

y el lector puede observar que la matriz K es simétrica y definida positiva.

Para ilustrar lo anterior con un ejemplo real, consideremos un problema
regido por la ecuacién (9.95) de este capitulo, para el cual ya hemos
obtenido una expresién variacional natural [Ec.(9.98)] en el que sélo estaban
implicadas las derivadas primeras que exigen continuidad Co para u. Si
utilizamos ahora el operador L y el término b definido en la Ec. (9.96),
obtenemos el sistema de ecuaciones de la aproximacién, donde

Kij =2 / (V2N; + cN;)(V2N; + N;) dz dy
a (9.176)
fi= (VN eN)Qdzdy
Q

Observara el lector que en este caso es necesario que las funciones de
forma N sean de continuidad C;.
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Un procedimiento alternativo para evitar esta dificultad es escribir la Ec.
(9.95) como sistema de primer orden. Este puede escribirse asi

O¢z | Ody
e + a—y +cp+Q
A(u) = %if Y -0 (9.177)
9 _
By by

o, introduciendo un vector u como incégnita,

u’ = (¢, ¢z, $y] = (Na)T (9.178)

la forma lineal general (9.170) puede escribirse como

Lu+b=0
donde

0 a
C, —, a_

8z’ Oy
P Q

L=|—-, -1, 0 b=<{ o (9.179)

Oz
9 0
— 0 -1
ay) )

El lector puede sustituir ahora dicha ecuacién en la Ec.(9.174) para
obtener las ecuaciones de la aproximacién bajo formas que sélo exigen
un orden de continuidad Cj, obtenido, sin embargo, a costa de introducir
variables adicionales. Estas formas se han empleado extensivamente dentro
del contexto de elementos finitos.3233

9.15 Observaciones finales

En este extenso capitulo se han presentado las posibilidades generales
de empleo del método de los elementos finitos para casi todo problema
matematico o fisico que admita un modelo matematico. Los procedimientos
esenciales de la aproximacién se han expuesto de la forma mas sencilla
posible, presentando al mismo tiempo un panorama absolutamente completo
que debe permitir entender al lector toda la literatura especializada y
desde luego efectuar ejercicios por su cuenta. En los capitulos que siguen
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TABLA 9.2

APROXIMACION MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS

{ 1
Forma Integral de problemas continuos Modelo
funcién de prueba fisico

u:%:N;a;
!

Principios variacionales  Integral de residuos ponderados Principios
de ecuaciones de gobierno en fisicos
derivadas parciales generales

(formulacién débil) (ej. trabajos virtuales)
I !
Importantes .
principios

fisicos 1 .

| Formas Varias .

| lagrangianas funciones .

| restringidas de peso \

. Formas de Colocacién —

. Funcién  funciones de (puntual o .

\ adjunta  penalizacién subdominio) ,

. - T

. Minimos Galerkin |

, cuadrados (W; = N;),

aplicaremos a distintos problemas reales unicamente una seleccién limitada
de los métodos que aqui se han mencionado. No obstante, en algunos
mostraremos que es posible efectuar determinadas ampliaciones del proceso
(Capitulo 12), y en otros (Capitulo 11) cémo la violacién de algunas de las
reglas expuestas aqui puede efectuarse provechosamente.

Los numerosos procedimientos de aproximacién examinados caen dentro
de varias categorias. Para recordar éstas al lector, se presenta en el Cuadro
9.2 una clasificacién de los métodos seguidos aqui y en el Capitulo 2.
Solamente uno de los aspectos del método de los elementos finitos mostrados
en el cuadro no ha sido considerado aqui y es el modelo fisico directo. En
dichos modelos se parte de un concepto “atémico” mas que de uno continuo.
A pesar de que las posibilidades que ofrecen dichos modelos son de gran
interés, su estudio cae fuera del alcance de este libro.

En todos los problemas continuos examinados, el primer paso es siempre
elegir funciones de forma o de prueba adecuadas. Ya se han introducido
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algunas expresiones sencillas de dichas funciones a medida que ha sido
necesario, pero pueden utilizarse algunas de las funciones de forma mas
elaboradas presentadas en los ejemplos de elasticidad. El lector que haya
captado la esencia del presente capitulo, no tendrd ninguna dificultad
para aplicar el método de los elementos finitos a cualquier problema fisico
debidamente definido. Se puede consultar las referencias 34 a 38 para ampliar
la lectura.

Los métodos tratados no incluyen especificamente dos técnicas conocidas:
los métodos de diferencias finitas y los métodos de solucidn de contorno
(a veces llamados elementos de contorno). En un sentido general éstos
pertenecen al método de los elementos finitos generalizados que se han
discutido aqui.

1. Los procedimientos de diferencias finitas siempre representan una

aproximacién basada en funciones de forma locales, discontinuas, con
ponderacién por colocacién (aunque la derivacién real del algoritmo de
aproximacién se basa en desarrollos de Taylor y es generalmente mas
simple).
Dado que los métodos de Galerkin o variacionales dan, en un sentido
energético, la aproximacién éptima, este subconjunto tiene inicamente
la ventaja de su simplicidad computacional, a menudo a costa de pérdida
de precision.

2. Los métodos de solucién de contorno eligen las funciones de prueba
de forma que la ecuacién de gobierno se satisfaga automaticamente.
Comenzando, por tanto, a partir de la ecuacién general de aproximaciéon
(9.25) se observa que sélo restan los términos de contorno. Volveremos
sobre tales aproximaciones en el Capitulo 13.
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Capitulo 10

PROBLEMAS DE CAMPOS EN REGIMEN
PERMANENTE:
TRANSMISION DEL CALOR,
POTENCIAL ELECTRICO Y MAGNETICO,
FLUJO DE UN FLUIDO, ETC.

10.1 Introduccién

Si bien los detalles de la mayor parte de los capitulos precedentes han
tratado de problemas relativos a medios continuos elasticos, los mismos
métodos generales son aplicables a una gran variedad de problemas fisicos.
Esta posibilidad se ha sefialado ya en el Capitulo 9, y en éste estudiaremos
con mas detalle una amplia categoria de dichos problemas.

En primer lugar, consideraremos situaciones regidas por la ecuacién
“cuasi-armonica” general, de la que son casos particulares las conocidas
ecuaciones de Laplace y Poisson'~®. Los problemas fisicos abarcados por
esta categoria son numerosos y variados. Citando solo aquéllos que aparecen
con mayor frecuencia en la ingenieria, sefalaremos:

— Transmisién del calor por conduccién

— Filtracién a través de medios porosos

Flujo irrotacional de fluidos ideales

Distribucién del potencial eléctrico (o magnético)
Torsién de barras prismaticas

Flexién de vigas prismaticas, etc.

Lubricacién de cojinetes

La formulacién desarrollada en este capitulo puede aplicarse por igual a
todos estos problemas, por lo que se hard poca mencién de las magnitudes
P » P P
fisicas reales. Con la misma facilidad pueden tratarse dominios isétropos que
anisétropos.
En la primera parte del capitulo se estudian problemas bidimensionales
P P
para generalizar seguidamente los conceptos a tres dimensiones. Se observara
que de nuevo intervienen las mismas “funciones de forma” de continuidad Cp
ya utilizadas anteriormente en la formulacién de problemas de elasticidad
bi o tridimensionales. La diferencia principal reside en que ahora cada
punto del espacio esta asociado sélo a una cantidad escalar desconocida (la
funcién incégnita), mientras que en los ejemplos estudiados anteriormente
b

271



272 El Método de los Elementos Finitos

se buscaban varias cantidades desconocidas representadas por el vector de
desplazamientos.

En el Capitulo 9 se estudiaron las formulaciones “débil” y variacional
aplicables a las ecuaciones de Laplace y Poisson (véase Secciones 9.3 y
9.10.1). En las secciones que siguen se generalizan estos procedimientos para
una ecuacién cuasi-armoénica general, indicindose el campo de aplicacién de
un procedimiento unificado tnico mediante el cual los ordenadores pueden
resolver una gran variedad de problemas fisicos.

10.2 Ecuacién cuasi-arménica general

10.2.1 Ezpresion general. En muchos problemas fisicos se estudia el fenémeno
de difusidn o flujo de una cierta cantidad, como el calor, la masa, o una
sustancia quimica, etc. En tales problemas, la velocidad de transferencia
por unidad de superficie, q, puede escribirse en funcién de sus componentes
cartesianas:

a’ =gz, gy, ¢] (10.1)
Si la velocidad a la que se genera (o desaparece) esa cantidad por unidad

de volumen es @, en régimen estacionario o permanente, la condicién de
continuidad o de equilibrio dard

99: Oy , Ogz _
Oz + dy + 9z @ (102)

Introduciendo el operador gradiente

V={-—- (10.3)

la ecuacidn anterior puede escribirse

Vig-Q=0 (10.4)

En general, las velc/ocidades de flujo estan relacionadas con el gradiente
de algin potencial ¢. Este puede ser la temperatura en el caso del flujo de
calor, etc. La relacion més general sera de la forma
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q={3:}=_k 9%\ _ _xve (10.5)
qz

donde k es una matriz de dimensiones 3 x 3, generalmente simétrica por

razonamientos energéticos.
La ecuacién final de comportamiento del “potencial” ¢ se obtiene
sustituyendo la expresién (10.5) en la ecuacién (10.4), para dar

VkVo+Q =0 (10.6)

ecuacién que tiene que resolverse en el dominio 2. Las condiciones de
contorno para dicho dominio serin una u otra de las siguientes:

1. En I‘¢, _
b=3 (10.7a)

esto es, el potencial esta prescrito.
2. En Ty, la componente normal del flujo, ¢gn, viene dada por

m=q+ad (10.7b)

donde « es un coeficiente de transferencia o radiacion.
Puesto que r
T —
gn=9q n n' = [ng, ny, ng)
donde n es el vector de cosenos directores de la normal a la superficie;
esta condicidén puede volver a escribirse inmediatamente como

—(kV¢)'n—-g—agp=0 (10.7¢)
donde g y a son valores dados.

10.2.2 Formas particulares. Si consideramos la expresién general de la
Ec. (10.5), definida para un sistema de coordenadas z, y, z arbitrario, se
encontrard que siempre puede determinarse otro sistema de coordenadas
locales z/, 3, z', en el que la matriz k' sea diagonal. En dicho sistema

tendremos

ky 00
K=|0 kg 0 (10.8)
0 0 k&

y la ecuacién de comportamiento [Ec. (10.6)] se puede escribir (prescindiendo
del indice prima)
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0 ¢ a a¢ 0 9¢ _
6_2: (k:a) + 53‘/‘ (kyé;) + 'a—z (sz‘) + Q =0 (10.9)

cambiando convenientemente las condiciones de contorno.
Finalmente, para un material isétropo podemos escribir

k = kI (10.10)

donde I es la matriz unidad. Esto conduce a la sencilla ecuacién (9.10) ya
discutida con detalle en el Capitulo 9.

10.2.3 Forma débil de la ecuacidn cuasi-ermdnica general [Ec. (10.6)].
Siguiendo los razonamientos del Capitulo 9, Seccién 9.2, se puede obtener
la forma débil de la Ec. (10.6) escribiendo que

/ o[VTkV 4 + Q] dQ — / o[(kVé)'n—G—adldl =0  (10.11)
Ja | r,

para todas las funciones v que sean nulas en I'y.

Integrando por partes (véase Apéndice 6) resulta la expresién débil
siguiente, que equivale a que se satisfagan las ecuaciones diferenciales de
comportamiento del sistema y las condiciones de contorno naturales (10.7b):

/ VIokVé dQl — / 0Q dfl — / o(ad+7) dT = 0 (10.12)
Q a T,

Nos quedan por imponer las condiciones de contorno forzadas (10.7a).

10.2.4 Principio variacional. Dejaremos como ejercicio para el lector la
comprobacién de que el funcional

1 1 _
= E/Q(W’)Tkw dn - /ﬂ Q¢ dQ + 5 /rq a¢? dT + /r g¢ dT' (10.13)

q9

satisface, al ser minimizado [con la restriccién expresada por la condicién
(10.7a)], las ecuaciones originales del problema establecidas por las
Ecs. (10.6) y (10.7).

Las operaciones algebraicas necesarias son exactamente las mismas que
las expuestas en la Seccién 9.10 del Capitulo 9 y pueden efectuarse como
ejercicio.

10.3 Discretizacién en elementos finitos

Esto puede efectuarse sobre la hipétesis de una funcién de interpolacién

¢=) Nia;=Na (10.14)
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que empleara bien la formulacién débil expresada en la Ec. (10.12), o la forma
variacional de la Ec. (10.13). En el primer caso, si de acuerdo con el método
de Galerkin tomamos

v = N; (10.15)

la expresién resultante serd idéntica a la obtenida minimizando la expresién
variacional.

Asi pues, sustituyendo la Ec. (10.5) en la Ec. (10.12), se obtiene la
expresién general

( / VTN;kVN d} — [ N;aN dI‘) a— / N;Q d + / N;gdl'=0
Q T, Q Tq

(i=1,...,n) (10.16)

o un sistema general de ecuaciones de discretizacién de la forma

Ha+f=0 (10.17)
con

Hij = / VTN, kVN; dQ + / N;aN; dT
0 T,
fi=- /Nian+/ N;gdl
a T,

teniéndose que imponer en los contornos I'y los valores prescritos de 4.
Advirtamos que aparece una “rigidez” adicional asociada a los contornos
especificada por una constante de radiacién a, pero aparte de esto la analogia
con los problemas de estructuras elasticas es completa.
Efectivamente, las operaciones a realizar en un programa de ordenador
serian las mismas, incluso las de cilculo de cantidades anilogas a las
tensiones. Tales cantidades son, obviamente, las velocidades de flujo

¢ = -k V¢ = —(k YN)a (10.18)

y, de acuerdo con las indicaciones del Capitulo 12, deben calcularse en los
puntos éptimos (de integracién), en concordancia con el grado de la expresién
polinémica empleada.

Puede volver a utilizarse cualquiera de los desarrollos Co,
transformaciones isoparamétricas, etc., estudiadas en los Capitulos 7 y 8.

10.4 Casos particulares desde el punto de vista econémico

10.4.1 Medios anisétropos y heterogéneos. Es evidente que las propiedades
del material, definidas por la matriz k pueden variar de elemento a elemento
en forma discontinua. Esto esta implicito para las dos maneras de expresar
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Estratificacién

o ¥

Figura 10.1 Material anisétropo. Coordenadas locales segin las direcciones
principales de estratificacién.

el problema, la forma débil y el principio variacional.

Generalmente, las propiedades del material sélo se conocen con respecto
a los ejes principales (o de simetria); si estas direcciones son constantes en el
interior del elemento conviene emplear en la formulacion ejes locales definidos
para cada elemento, tal como se muestra en la Figura 10.1.

Operando en dichos ejes, solamente es necesario definir tres coeficientes
kz, ky y k;, obteniéndose por supuesto una considerable economia en el
volumen de calculos, ya que para obtener los coeficientes de la matriz H [Ec.
(10.17)] sélo es preciso efectuar una multiplicacién por una matriz diagonal.

Es importante advertir que puesto que los pardmetros a son escalares,
no es necesario transformar las matrices calculadas en coordenadas locales
antes del ensamblaje de las matrices globales.

Por consiguiente, en la mayoria de los programas de calculo sélo se define
la diagonal de la matriz k.

10.4.2 Problemas bidimensionales. Expresando la ecuacién de comportamien-
to (10.9) en coordenadas locales se obtiene, para dos dimensiones

] T a ¢ B -
3 (k:ca;) + 3 (ky6—y> +Q=0 (10.19)
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o X

Figura 10.2 Divisién de una regién bidimensional en elementos triangulares.

Discretizando segiin la ecuacién (10.16) se llega a unas matrices de formas
ligeramente simplificadas. Prescindiendo de los términos en « y ¢, podemos
escribir

ON,8N;,  ON,0N;
€ - t_J =22 1) dz d 10.20
HIJ‘/V,<’°161 5 gy ay) T ey (10.20)

No parecen necesarias en este punto mas consideraciones. Puede sin

embargo ser interesante particularizar la expresion anterior para el elemento
triangular mas sencillo, que no obstante es de gran eficacia (Figura 10.2).
Haciendo

a; + bz + ¢y
24

como en la Ec. (3.8) del Capitulo 3, se puede escribir la matriz de “rigidez”

del elemento, como

N, =

bib; bb;  b;b G Ci¢y GC
k_ 101 i _7. 10m ky [Clcz (C:;(c:; c;cz (10.21)
4A [_sim. CmCm



278 El Método de los Elementos Finitos

Las matrices de carga se obtienen sencillamente de la misma manera y asi
el lector podra demostrar, por ejemplo, que la matriz correspondiente a Q
tiene por expresién

£ = —% { } } (10.22)
1

resultado muy simple (practicamente “evidente”).

Se puede también expresar la ecuacién en coordenadas cilindricas, forma
que se utiliza para la resolucién de problemas de revolucién. La ecuacién
diferencial es en tal caso

d (., 88\ .8 (, 88\ .
o <kr1‘5;) + e <kz7'a_z) +Q@=0 (10.23)

La expresién variacional podria ahora ser transformada adecuadamente
pero es mas sencillo sustituir los valores (k,r) y (k;r) como “conductividades”
modificadas y utilizar directamente las expresiones anteriores. En este caso
sera preferible efectuar las integrales numéricamente como se hizo en los
problemas equivalentes del Capitulo 4.

10.5 Ejemplos. Estimaciones de la precisién

Se demuestra facilmente que si se ensamblan las matrices de “rigidez”
obtenidas explicitamente para elementos triangulares en mallas “regulares”,
como las de la Figura 10.3(a), se obtienen ecuaciones de distribucién idénticas
a las que se obtendrian utilizando los métodos conocidos de diferencias
finitas”.

Evidentemente, las soluciones obtenidas por ambos métodos seran
coincidentes, e igualmente lo serdn los érdenes de aproximacién.f

Si se utiliza una malla “irregular” basada en una distribucién de nodos
en vértices cuadrados, aparece una diferencia evidente entre los dos métodos
[Figura 10.3(3)], la cual se limita al vector de “cargas” f¢. Las ecuaciones
ensambladas presentardn “cargas” ligeramente diferentes de un nodo a otro,
pero cuya suma seguira siendo la que 'se obtiene mediante las expresiones
establecidas segin el método de las diferencias finitas. Asi pues, los resultados
s6lo difieren localmente y tendran los mismos valores medios.

Se muestra en la Figura 10.4 un ejemplo comparativo entre los resultados
obtenidos mediante una malla “irregular” y una solucién por relajacién
mediante la aproximacién por diferencias finitas de menor orden. Los dos
métodos dan resultados del mismo orden de magnitud, como era de esperar.
Sin-embargo, puede demostrarse que en los problemas unidimensionales el
algoritmo de los elementos finitos da soluciones ezactas en los nodos, mientras

t Esto sdlo es cierto en caso de que inicamente se impongan los valores de ¢ en el contorno.
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(a)

(b)

Figura 10.3 Formas de subdivisién “regular” e “irregular”.
|
\ \ .
2042 041 3352 1921 nn 3251
(2085) (3095) (3400)

23 4193,
(3190) (4850)

N4 212 13,23
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/ e
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Figura 10.4 Torsién de una barra de seccién rectangular. Los nimeros entre
paréntesis muestran una solucién mas exacta obtenida por Southwell
mediante una malla 12 x 16 (valores de ¢/G8L?).
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que en general el método de las diferencias finitas no. Por consiguiente, en
general podra obtenerse una precisidén superior mediante el método de los
elementos finitos. Otras ventajas de los elementos finitos son:

1. Permiten tratar con simplicidad medios heterogéneos y anisétropos
(particularmente cuando la direccién de anisotropia es variable).

2. Se puede variar la forma y dimensiones de los elementos de manera que se
adapten a contornos arbitrarios y permitan analizar con mayor precisién
dominios en los que la variacién del funcional buscado es rdpida (ver,
Capitulo 14).

3. Las condiciones de contorno correspondientes a una “radiacién” o a un
gradiente dado se introducen de manera natural y con una precisién mejor
que en los procedimientos cldsicos de diferencias finitas.

4. Se pueden utilizar facilmente elementos de érdenes elevados para
aumentar la precisién sin complicar la definicién de las condiciones de
contorno, dificultad que siempre surge cuando se utilizan aproximaciones
mediante diferencias finitas de orden elevado.

5. Finalmente, pero de gran importancia, se pueden utilizar para el
ensamblaje y la solucién programas estandar para cdlculo de estructuras.

Se presentaran ahora dos ejemplos mas sofisticados que serviran para
ilustrar la precision alcanzable en la practica. El primero es el problema de
la torsién pura de la barra heterogénea representada en la Figura 10.5. La
ecuacién diferencial fundamental es, en este caso, -

¢ = 0 en el contorno exterior

£

1

Figura 10.5 Torsién de una barra hueca compuesta de dos metales. ¢/G8L? x/10‘.
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0 (104 0 (109 _
Oz (G 31) + 3y (G’ 0y> +20=0 (10-24)

donde ¢ es la funcién de tensién, G es el médulo de rigidez transversal y 6
el angulo girado por unidad de longitud de la barra.

En la solucién mediante elementos finitos que aqui se presenta, la seccion
hueca estaba representada por un material cuyo médulo de rigidez transversal
es del orden de 1073 comparada con el del resto de los materiales.f Los
resultados coinciden bastante bien con los obtenidos mediante una solucién
precisa obtenida por diferencias finitas®.

En la Figura 10.6 se muestra un ejemplo relativo al flujo a través de una
cimentacién porosa anisotropa.

En este caso, la ecuacién de comportamiento es

0 OH 7] 0H
0_1: (kza—z) + % <kya) =0 (10.25)

en la que H es la altura piezométrica y kz y ky representan los coeficientes de
permeabilidad en la direccién de los ejes principales (oblicuos). Los resultados
se comparan en este caso con los obtenidos mediante la solucién exa<‘a. En
este ejemplo se aprecian claramente las ventajas de las mallas con elmentos
de tamafio variable.

10.6 Algunas aplicaciones practicas

10.6.1 Filtracién en un medio ahisétropo. El primero de los problemas trata
sobre el flujo a través de un medio estratificado heterogéneo, anisétropo y de
geometria compleja. La ecuacién fundamental sigue siendo la Ec. (10.25). Sin
embargo, es necesario introducir en el programa de célculo una modificacién
que permita tener en cuenta la variacién de las direcciones principales z' e
y' al pasar de un elemento a otro.

El calculo no presenta dificultades y la definicién del problema junto con
su solucién se representa en la Figura 10.7.°

10.6.2 Flujo térmico de revolucidn. La ecuacién de la transmision del calor
para los problemas con simetria de revolucién puede escribirse como sigue en

su forma clasica
d oT 7] oT
E (Tkg;) + 6_2 (Tk—a:) =0 (1026)

1 Se empled este artificio para evitar ciertas dificultades debidas a la “conexién multiple”
del dominio estudiado y permitir asi el uso de un programa general.
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No se representa la malla mas tupida

usada en las proximidades del extremo del pilote. Las lineas punteadas corresponden a la solucién exacta para comparacion.

. 33
e .~ Equipotencial
00 A=1_ so0o0 W0

k=9 .....

)(k: gy

Figura 10.7 Filtracién bajo una presa cimentada en un terreno muy heterogéneo
y deformado.

H=100

si no hay fuentes generadoras de calor. En esta expresion, T’ representa la
temperatura y k la conductividad. Las coordenadas z e y se reemplazan
aqui por las cilindricas 7 y z, que representan las distancias radial y axial,
respectivamente.

En la Figura 10.8 se ha representado la distribucién de temperatura en
la vasija de presién de un reactor nuclear' para una transmisién estacionaria
de calor cuando se somete la cara interior a un incremento uniforme de

Equipotenciales de la solucién exacta

temperatura.

10.6.3 Presiones hidrodindmicas sobre superficies en movimiento. Si una
superficie sumergida se desplaza en un fluido con una distribucién de
aceleraciones dada y un movimiento de pequena amplitud, se puede
demostrar® que, prescindiendo de la compresibilidad del fluido, las
sobrepresiones resultantes satisfacen la ecuacion de Laplace:

Vip=0

Figura 10.6 Filtracién bajo un muro de pilotes inclinados cimentado en un terreno estratificado.

En los contornos, fijos o méviles, las condiciones de contorno son del tipo 2
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[véase Ec. (10.75)] y vienen dadas por

p
on
en la que p es la densidad del fluido y an la componente normal de la
aceleracién de los puntos en el contorno.
En las superficies libres, la condicién de contorno es simplemente
(ignorando las ondas de superficie)

= —pan (10.27)

p=0 (10.28)

El problema entra, por tanto, dentro de la categoria de los estudiados en
este capitulo.

Consideremos, a titulo de ejemplo, el caso del muro vertical sometido a la
presion del agua contenida en un depésito representado en la Figura (10.9),
y determinemos la distribucién de presiones en los puntos de la superficie del
muro y del fondo del depdsito para cualquier movimiento de los puntos 1 a
7 del contorno.

Se representa la divisién del dominio en elementos (42 en total),
habiéndose empleado en este caso elementos cuadrilaterales. Para que los
resultados sean vélidos cualquiera que sea el sistema de aceleraciones, se han
resuelto siete problemas distintos. En cada uno de ellos, sucesivamente, se
ha impuesto a la porcién de contorno adyacente al punto considerado, una
aceleracién unidad, lo que equivale a aplicar sucesivamente en los puntos
1 a7 “cargas” de valor p%L, pL, ..., pL, p%L. Para una distribucién de
aceleraciones arbitraria, las presiones que se producen en los puntos 1 a 56 se
pueden agrupar en forma de matriz funcién de la aceleracion de los puntos 1
a 7. Asi pues

n

P14 a

Pad —M{ (10.29)
P2s :
P3s
P42
Pas
Pse

donde la matriz M viene dada en la Tabla 10.1

Se pueden calcular ahora las presiones correspondientes a una
distribucién de aceleraciones cualquiera. Por ejemplo, si la aceleracién a
es uniforme, las presiones se calculardn haciendo
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Eje de simetria de revolucién

Figura 10.8 Distribucién de la temperatura en la conduccién estacionaria del calor
en una vasija de presién con simetria de revolucién.

Muro mévil
——

£

ft—— T ——»

[—» 4
|—== 5
| —= 6
j—=7

Subdivisién por elementos finitos

—7/50

7’51

/52

753

J54

5

14 21

28 35 42 49 56

Figura 10.9 Problema de un muro que se desplaza horizontalmente en un depésito.
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1
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Solucién exacta

3 (Westergaard)
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Figura 10.10 Distribucién de presiones en el muro mévil y en el fondo del depésito.

TABLA 10.1
1 0 0 0 0 0 1] ]
2 0 07249 0.3685 0-2466 0-1963 0-1743  0-0840
3 0 0-3685 0-9715 0-5648 0-4210 0-3644 0-1744
4 0 0-2466 0-5648 1-1459  0-7329 0-5954  0-2804
5 0 0-1963 0-.4210 0-7329 1-3203  0-9292 0-4210
6 0 0-1744 0-3644 0-5954 0-9292 1-5669  0-6489
7 0 0-1680 0-3488 0-5607 0-8420 1-2977 1.1459
M= p%
14 0 0-1617 0-3332 0-5260 0.7548 1-0285  0-6429
21 0 01365 0-2754 0-4171 0-5573 0-6793 0-3710
28 | 0 0-0879 0-1731 0-2519 0-3187 0-3657 0-1918
35 0 0-0431 0-0838 0-1195 0-1478 0-1661 0-0863
42 0 0.0186 0-0359 0-0150 0-0626 0-0699 0-0362
49 0 0-0078 0-0150 0-0213 0-0261 0-0291 0-0151
56 0 0-0069 0-0134 0-0190 0-0232 0.0259 0-0134
(L=H/6)
a; 1
Db =ad (10.30)
ar 1

La distribucién de presiones resultante sobre el muro y el fondo del depdsito
se ha representado en la Figura 10.10. Los resultados para las presiones sobre
el muro coinciden con un error inferior al 1% con la conocida solucién exacta
obtenida por Westergaard®®.
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Para cualquier otro movimiento se pueden obtener las presiones de
manera analoga. Si, por ejemplo, el muro esta articulado en su base y oscila
alrederor de ese punto, estando el punto més alto (punto 1) sometido a una
aceleracion @, se tiene

2]
fon
Dl DIOY

(10.31)
0
De esta expresién resulta la distribucién de presiones representada en la
Figura 10.10.
La importancia de la obtencién de una “matriz de influencia” como ésta
es considerable en problemas de vibraciones. Si el “muro” oscila, en general
su aceleracién no sera conocida. Segin la Ec. (10.29) podemos escribir la

relacién entre las presiones de los puntos 1 a 7 y sus aceleraciones; asi,
llamando My a la parte superior de la matriz M, tendremos

Y41 a;
=M, : = Mpa (10.32)

pr az
Estas presiones se traducen en las fuerzas nodales

fl a;
f={:)=AMo{ ; (10.33)
f7 az

donde A es una matriz adecuada que distribuye el efecto de las cargas, y a
representa las aceleraciones de los puntos nodales del muro. En el segundo
volumen de este libro se discutirdn con mads detalle este problema y otros
similares.

En la Figura 10.11 se muestra la solucién de un problema bidimensional
anilogo.® En este caso se ha obtenido una buena precisién utilizando
elementos tetraédricos sencillos.

En muchos problemas practicos basta con calcular dichas masas
“adicionales” simplificadas y el método descrito aqui se ha empleado para
ello en numerosas ocasiones.!! ™3
10.6.4 Problemas de electrostitica y magnetostitica. En este tipo de
problemas es frecuente la necesidad de determinar intensidades de campo
adecuadas, siendo las ecuaciones de comportamiento del tipo cuasi-arménico
general aqui estudiado. Asi pues, se pueden usar directamente las mismas
férmulas. Una de las primeras aplicaciones a este tema, realizada ya en 1967,
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Figura 10.11 Presiones en una superficie de retencién acelerada en un fluido
incompresible.
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iy

b

Figura 10.12 Distribucién tridimensional del potencial electrostatico alrededor de
un aislante de porcelana en un recipiente conectado a tierra’.

fue al estudio de las distribuciones de campos electrostaticos totalmente
tridimensionales regidas por ecuaciones de Laplace (Figura 10.12).

En la Figura 10.13 se muestran los resultados obtenidos por Winslow®
en 1966 utilizando elementos triangulares para analizar campos magnéticos
bidimensionales. Estos primeros trabajos estimularon una considerable
actividad en este area de estudio, habiéndose publicado desde entonces
numerosos trabajos sobre el tema.!*~17

Los problemas de magnetismo son de particular interés puesto que en su
formulacién interviene un vector potencial de tres componentes, lo que hace
que la formulacidén de estos problemas sea diferente a la estudiada en este
capitulo. Vale la pena, por tanto, presentar aqui una variante reciente que
permite emplear los programas generales de esta seccién para el andlisis de
este problema.!®~2°

En la teoria del electromagnetismo para campos estacionarios, el
problema estd regido por las ecuaciones de Maxwell, que son
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-

L

Figura 10.13 Campo en las proximidades de un iman (segin Winslow®).

VixH=-1]
B =pH (10.34)
VTB =0

siendo las condiciones de contorno tales que para una distancia infinita a
la perturbacién, H y B tienden a cero. En la expresion anterior, J es una
densidad de corriente eléctrica dada, que circula por conductores; H y B
son vectores de tres componentes que representan la intensidad del campo
magnético y la densidad de flujo, respectivamente; y es la permeabilidad
magnética que varia (en un sistema absoluto de unidades) desde la unidad en
el vacio a varios miles en los cuerpos magnéticos, y x representa el producto
definido en el Apéndice 5.

Las férmulas anteriores dependen del hecho de que es relativamente facil
calcular un campo Hj, que satisfaga exactamente las ecuaciones (10.34)
cuando g = 1 en todo el dominio. Este campo estd dado en cada punto,
definido por un vector de posicién r, por la integral
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1 Ix(r—x'
H, — —1'r/ (—2—)dﬂ (10.35)
4 Ja (r—r')

En la expresién anterior, r' se refiere a las coordenadas de df) y obviamente
el dominio de integracién sélo incluye conductores eléctricos donde J # 0.
Una vez conocido H; se puede escribir

H=H;+Hn

y sustituyendo en la Ec. (10.34) se tiene un sistema

vT x H,, =0
" B=u(Hs +Hp) (10.36)
VTB =0

Si introducimos ahora un potencial escalar ¢ que defina Hyn como

H, = Vé (10.37)

encontramos que la primera de las Ecs. (10.36) se satisface automadticamente
y, tras eliminar B en las otras dos, la ecuacién fundamental se convierte en

ViuVe + VT uH, =0 (10.38)

con ¢ — 0 en el infinito. Esta ecuacién tiene precisamente la forma general
de las estudiadas en este capitulo [Ec. (10.6)], estando Q representado por el
segundo término, que ahora si estd definido.

Surge, sin embargo, una dificultad manifiesta si p varia en forma
discontinua, como efectivamente cabe esperar que ocurra en los limites de
separacién entre dos materiales.

El término Q no estara entonces definido, y en la discretizacién estandar

de la Ec. (10.16) o (10.17) el término

/NiQ 0 = /NNT;LHS dQ (10.39)
0 Q

aparentemente no tiene significado.
La integracién por partes viene nuevamente en nuestra ayuda y
observamos que

/N,-VT,uHs a0 = —/VTNi;LH3+/Ni,LLHsn dr (10.40)
9] Q T

Como en las regiones en que pu es constante, VTH; = 0, la tnica
contribucién a los términos relativos a las fuerzas viene dada por la integral de
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superficie del segundo término sobre los limites de separacién donde existan
discontinuidades.

La introduccién del potencial escalar permite que los problemas de
magnetostatica bi y tridimensionales puedan resolverse mediante el programa
general empleado para todos los problemas de esta seccion. En la
Figura 10.14 se representa la solucién del caso tridimensional tipico de
un transformador. En este caso se emplearon elementos isoparamétricos
cuadraticos del tipo “ladrillo”.!®

Los problemas de magnetostatica tipicos son de gran no linealidad puesto

que
p=p(H|) donde |[H|=,/HZ+ HZ+ H? (10.41)

En el Volumen 2 se estudiard el tratamiento de esta clase de no
linealidades.

En éste y otros problemas en que los contornos se extienden hasta
el infinito se puede obtener una economia considerable haciendo uso de
elementos infinitos, discutidos en el Capitulo 8.

Las Figuras 10.15 y 10.16 muestran aplicaciones mas complejas de los
procedimientos descritos anteriormente en problemas asociados a reactores
nucleares de fusién.2®21:2?2 En este caso se usé una formulacién con dos
potenciales, que es computacionalmente mas eficiente.??

10.6.5 Problemas de lubricacidn. De nuevo nos encontramos una ecuacién
de Poisson de tipo general que rige la distribucién del lubricante bajo un
patin que resbala sobre un plano. En el caso mas sencillo de un lubricante de
densidad y viscosidad constantes, la ecuacién que ha de resolverse (ecuacién
de Reynolds) es la siguiente:

9 (o0, 2 (0 g,y 0k
p (h 8:::) * 3 (h o) = 6uV o (10.42)

donde h es el espesor de la pelicula de lubricante, p la presién desarrollada,
p la viscosidad y V la velocidad del patin en la direccién z.
La Figura 10.17 representa la distribucién de presiones para un caso

tipico de un patin con un escalén.?® La condicion de contorno es simplemente

que la presién en el mismo sea nula; es interesante advertir que el escaldn,
tras integrar el segundo miembro de la ecuacién (10.42) es equivalente a
una “carga lineal”, tal como ocurria en el caso de discontinuidad magnética
mencionado antes.

Evidentemente pueden tratarse casos mas generales de problemas de
lubricacién tomando en consideracién movimientos verticales del patin
(compresién de la pelicula) y la compresibilidad del lubricante; en este campo
se han realizado numerosos trabajos.?*3!

Flujos irrotacionales y flujos con superficie libre. La ecuacién
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Figura 10.14 Transformador tridimensional.
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Figura 10.16 Dos vistas de un arbol de levas para una aplicacién de inspeccién
de particulas magnéticas, mostrando isolineas de densidad de flujo
y vectores de campo (Programa TOSCA, cortesia de Vector Fields

Ltd., Oxford, Reino Unido)

Figura 10.15 Seccién de un modelo de elementos finitos para el Tokamak JET (Programa TOSCA, cortesia de Vector Fields Ltd., Oxford
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Figura 10.17 Patin plano escalonado. Distribucién de presiones.

fundamental de Laplace que rige el flujo de fluidos viscosos en problemas
de filtraciéon se puede aplicar también a problemas de flujo irrotacional de
fluidos en el exterior de la capa limite creada por efecto de viscosidad. Los
ejemplos que ya hemos visto bastan para ilustrar la aplicabilidad general del
método en relacién con este tipo de problemas. Martin®? y otros®*~3® citan
diversos ejemplos suplementarios.

Si no intervienen efectos de viscosidad, puede demostrarse entonces que
el flujo de un fluido que parta del reposo debe ser irrotacional, o sea,

wz?ﬁ 6—U—O t 10.4
Sy T ot (10-43)

donde u y v son las componentes de la velocidad.
Esto implica la existencia de un potencial de velocidades que dé

o0, 0

Bz T By (10.44)
(ou=-Vg)

u =

Si, ademas, el flujo es incompresible, la ecuacién de continuidad [véase
Ec. (10.2)] ha de satisfacerse; es decir,

Viu=0 (10.45)
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(a)

Figura 10.18 Problemas tipicos de superficie libre con una linea de corriente
que satisface también una condicién adicional de presion = 0.
(a) Corriente en cascada. (b) Filtracién en una presa de tierra.

y, por tanto,

vive =0 (10.46)

Alternativamente, para un flujo bidimensional puede introducirse una
funcién de corriente que defina las velocidades como

) %
5 v= o (10.47)

y estas componentes satisfacen idénticamente la ecuacién de continuidad. La
condicién de irrotacionalidad es ahora

VIV =0 (10.48)

y asi, el problema del flujo de un fluido puede formularse de una forma u
otra. Puesto que de nuevo es aplicable la formulacién general, hay poco mas
que afiadir, y si el lector desea conocer algunos ejemplos puede consultar las
referencias citadas.

Salta a la vista la similitud de este tipo de problemas con los de filtracién
previamente estudiados.**

Un tipo particular de flujo merece atencién especial. Nos referimos al caso
en que el flujo estd limitado por una superficie libre no conocida a priori.

Este tipo de problemas esta representado por dos casos tipicos: el de una
corriente en cascada [Figura 10.18(a)] y el flujo a través de una presa de tierra
[Figura 10.18(%)]. En ambos la superficie libre es una linea de corriente y su
posicién es en los dos casos desconocida a prior:, pero debe determinarse de
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manera que en esa superficie se cumpla una condicidn suplementaria. Por
ejemplo, el segundo problema, si se formula en funcién del potencial H, viene
regido por la ecuacién (10.25).

Al ser la superficie libre una linea de corriente, se debe satisfacer en ella
la condicién

0H

o

Ademas, la presién debe ser nula en dicha superficie por estar en contacto
con la atmésfera. Como

0 (10.49)

=21y (10.50)
¥

donde v es el peso especifico del fluido, p la presién del fluido e y la altura con
respecto a un sistema de referencia arbitrario (horizontal), se debe cumplir
en la superficie que

H=y (10.51)

Puede procederse de manera iterativa para hallar la solucién. Partiendo
de una superficie libre dada, se resuelve el problema estdndar. Luego se lleva
a cabo una comprobacién para ver si se verifica la Ec. (10.51), y si no, se
ajusta la superficie haciendo la nueva y igual ala H recién hallada. Basta con
algunas iteraciones para ver que la convergencia es bastante rapida. Taylor
y Brown*! describen un proceso de este tipo. Se han desarrollado principios
variacionales especiales para tratar este problema y los lectores interesados
pueden consultar las referencias 42 a 50.

10.7 Observaciones finales

Hemos mostrado cémo puede escribirse una formulacién general para la
solucién de problemas cuasi-armdnicos estacionarios y como un programa
unico basado en dicha formulacién es aplicable a una gran variedad de
problemas fisicos. Desde luego, la seleccién de problemas tratados no es en
absoluto exhaustiva y existen muchos otros ejemplos de aplicacién de gran
interés practico. Sin duda, el lector encontrara analogias adecuadas para sus
propios problemas.
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Capitulo 11

EL TEST DE LA PARCELA,
INTEGRACION REDUCIDA Y
ELEMENTOS NO CONFORMES

11.1 Introduccién

En el Capitulo 2 se ha hecho referencia brevemente al test de la
parcela como una forma de probar la convergencia de los elementos en
desplazamientos para problemas de elasticidad en los que las funciones de
forma violan los requisitos de continuidad. En este capitulo se tratara con
mas detalle este test, aplicable a todas las formas de elementos finitos, y se
mostrarad que:

a) es una condicién necesaria para probar la convergencia de cualquier
aproximacién de elementos finitos y, ademas, que debidamente extendido
e interpretado, puede proporcionar

b) una condicién suficiente de convergencia,

¢) una valoracién de la velocidad (asintética) de convergencia del elemento
probado,

d) una prueba de la robustez del algoritmo, y

e) un procedimiento para desarrollar nuevas y precisas formas de elementos
finitos que violen los requisitos de compatibilidad (continuidad).

Aunque el test es en principio superfluo para elementos que satisfacen
a priori todos los requisitos de continuidad, mediante aproximaciones
polinémicas correctas e integracién exacta, tiene, no obstante, gran utilidad
ya que proporciona:
f) una prueba de que la programacién ha sido correcta.

Por todas las razones citadas anteriormente el test de la parcela ha sido
desde sus comienzos, y continiia siendo, la prueba mds importante para los
programas practicos de elementos finitos.

El test original fue introducido por Irons'~® basado en razonamientos
fisicos y podria ser interpretado como una prueba que determinara si una
parcela de elementos (Figura 11.1) sujeta a deformacién constante reproducia
exactamente el comportamiento constitutivo del material y proporcionaba
las tensiones correctas cuando se hacia infinitamente pequefia. Si asi
era, se podia argumentar que el modelo de elementos finitos representaba
el comportamiento del material real y, en el limite, a medida que el
tamafo de los elementos disminuyese reproduciria, por tanto, exactamente
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Figura 11.1 Una parcela de elementos y un volumen de continuo sujetos a

deformacién constante ¢,. Una interpolacién fisica del test de la
parcela de deformacién constante o de desplazamiento lineal.

™

el comportamiento de la estructura real.

Claramente, aunque este test tendria que ser superado solamente cuando
el tamaiio del elemento de la parcela fuera infinitesimal, para la mayoria de
los elementos en los que se usan polinomio el tamaifio de la parcela no tendria
de hecho relevancia y el requisito de que el test de la parcela fuese superado
para cualquier tamaiio de elemento se convirtié en rutinario.

Obviamente el desplazamiento de sélido rigido de la parcela no causaria
deformacién, y si se reprodujeran las leyes contitutivas adecuadas no se
producirdn cambios de tensién. El test de la parcela garantiza, por lo tanto,
que no se produzca deformacién bajo movimientos de sélido rigido.

Cuando se utilizan coordenadas curvilineas el test de la parcela debe
satisfacerse en el limite, pero generalmente no ocurrird asi para una
parcela de tamaifio finito. (Una excepcion a esto es el sistema de
coordenadas isoparamétricas en los problemas discutidos en el Capitulo 8).
Por tanto, para muchos problemas como los de liminas, donde se usan
coordenadas curvilineas locales, este test debe retringirse a parcelas de
tamafio infinitesimal y, basindose en consideraciones fisicas solamente,
parece ser una condicién necesaria y suficiente de convergencia.

Numerosas publicaciones sobre la teorfa y la practica del test han
seguido a las citadas publicaciones originales,*"® y Strang”® les aiadi6
respetabilidad matemdtica. Aunque algunos autores han formulado dudas
sobre su validez,®'® éstas han sido totalmente refutadas,'''? y si el test
se usa como aqui se describe satisface los requisitos a) a d) mencionados
anteriormente.

11.2 Requisitos de convergencia

Se considera en lo sucesivo el test de la parcela aplicado a la solucién de
un conjunto de ecuaciones diferenciales

Au)=L(u)+g=0 (11.1)
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en el dominio ) junto con las condiciones
B(u)=0 (11.2)

en el contorno I' del dominio.
La aproximacién de elementos finitos es de la forma

u~i=Na (11.3)

donde N son las funciones de forma definidas en cada elemento, ¢, y a son
parametros incognita.

Aplicando los procedimientos estdndar de aproximacién por elementos
finitos (ver Capitulos 2 y 9) el problema se reduce en el caso lineal a un
conjunto de ecuaciones algebraicas

Ka=f (11.4)

que al ser resuelto proporciona una aproximacién a la ecuacién diferencial y
a sus condiciones de contorno.

Lo que se entiende por “convergencia” en el sentido de la aproximacién es
que la solucién aproximada, i, deberia tender a la solucién exacta u cuando
el tamano de los elementos h se acerca al cero (con un esquema de subdivisién
determiﬁado)j Expresado matematicamente, se debe encontrar que el error
en cualquier punto (cuando h es suficientemente pequefio) llega a ser

[u— 4| = O(h?) < ChI (11.5)

donde ¢ > 0 y C son constantes positivas dependientes de la posicién.

Esto debe cumplirse también para todas las derivadas de u definidas en
la aproximacién.

Llamamos orden de convergencia en la variable u al valor del indice ¢ en
la definicion anterior.

Para asegurar convergencia es necesario que la aproximacién satisfaga
tanto las condiciones de consistencia como de estabilidad.'

El requisito de consistencia asegura que a medida que el tamafio de los
elementos A tiende a cero, la ecuacién de aproximacién (11.4) representa
de forma exacta la ecuacién diferencial (11.1) y las condiciones de contorno
(11.2) (al menos en sentido débil).

La condicién de estabilidad se traduce simplemente en el requisito de
que la solucién del sistema de ecuaciones discretas (11.4) sea tnica y evi-te
mecanismos espiireos que pueden estropear la solucién para cualquier tamano
de los elementos.

Para problemas lineales en los que se resuelve el sistema de ecuaciones
algebraicas (11.4) como

a=KIf (11.6)
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esto significa simplemente que la matriz K debe ser no-singular para todos
los posibles ensamblajes de elementos. Sin embargo, este requisito puede ser
a veces demasiado exigente si, por ejemplo, se adopta una solucién iterativa.

El test de la parcela se ha usado tradicionalmente como un procedimento
para verificar el requisito de consistencia; la estabilidad se comprobaba
independientemente asegurando la no-singularidad de las matrices.* Mas
ain, generalmente se probaba sdlo la consistencia en la satisfaccion de
la ecuacién diferencial (11.1), pero no de sus condiciones de contorno
naturales. En lo que sigue se mostrara cémo todos los requisitos necesarios de
convergencia pueden ser verificados mediante un test de la parcela concebido
adecuadamente.

Una singularidad “débil” en un elemento aislado puede a veces ser
permisible y algunos elementos que la muestran han sido, y todavia son,
usados en la prictica con éxito. Uno de estos casos es el elemento
isoparamétrico de ocho nodos con una cuadratura de Gauss de 2 x 2, al
que nos referiremos mas tarde. Se observa que este elemento muestra a
veces un comportamiente peculiar (aunque su uso tiene muchas ventajas
que se describen en el Capitulo 12). Un elemento que falla ocasionalmente
se denomina no robusto y el test de la parcela proporciona un medio para
valorar el grado de robustez.

11.3 El test de la parcela simple (formas A y B)—una condicién
necesaria de convergencia

Consideremos primero la condicién de consistencia que requiere que en
el limite (cuando h tiende a cero) la aproximacién de elementos finitos
de la Ec. (11.4) modelice exactamente la ecuacién diferencial (11.1) y las
condiciones de contorno (11.2).

Si se considera una “pequefia” regién de dominio (de tamano 2h) se puede
desarrollar la funcidén incégnita u y las derivadas esenciales que aparecen en la
forma débil en serie de Taylor. De aqui se concluye que para la convergencia
de la funcién y su primera derivada en problemas de ecuaciones de segundo
orden y dos dimensiones, se requiere que alrededor de un punto i que se
supone esta en el origen de coordenadas,

Ou fu
. (O ou P
wmut (5),2+ (5),r o)

con p > 2. La aproximacién de elementos finitos deberia por tanto reproducir
exactamente el problema para cualquier forma lineal de u a medida que A

N\ \
A\ A
TestA TestB
a prescrito en todos los nodos a prescrito en el contorno de la parcela
Kija; = f; verificado en el nodo 7 a; = K;'(fi — Kija;)(j = i) se resueive

Figura 11.2 Test de la parcela en las formas A y B.

tiende a cero. Obviamente se pueden escribir condiciones similares para
problemas de mayor orden. Este requisito se verifica mediante la actual
interpretacién del test de la parcela ilustrado en la Figura 11.2.

Asi se calcula primero un solucién lineal arbitraria de la ecuacién
diferencial y su correspondiente conjunto de pardmetros a [viz. Ec. (11.3)]
en todos los “nodos” de una parcela que ensamble completamente la variable
nodal a; (esto es, que proporcione todos los términos de la ecuacién que le
corresponde).

En el test A simplemente se sustituyen los valores exactos de los
parametros a en la i-ésima ecuacién y se verifica que

' Kija; —f;=0 (11.8)

En el test B sélo se sustituyen los valores de a correspondientes al

contorno de la “parcela” y se halla a; de la forma
o; = K;\(fi - Kijaj)  j#i (11.9)
y se compara con el valor exacto.

Ambos tests de la parcela verifican sélo el cumplimento de la ecuacién
bésica y no de las aproximaciones de contorno, ya que éstas han sido excluidas
explicitamente.

Se mencioné antes que el test se debe verificar, en principio, sélo para
una parcela infinitesimalmente pequefia de elementos; sin embargo, para
ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes y con una transformacién
de Jacobiano constante el tamafio de la parcela es inmaterial y el test se
puede llevar a cabo en una parcela de dimensiones arbitrarias.

De hecho, si los coeficientes no son constantes existe la misma
independencia con respecto al tamafio siempre que un conjunto constante
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X

Figura 11 3 Transformacién polar de coordenadas.

de dichos coeficientes se use en la formulacién del test. (Esto se aplica,
por ejemplo, en problemas axial-simétricos en los que coeficientes del tipo
1/radio aparecen en las ecuaciones y cuando se les aplica el test de la parcela
es necesario simplemente suponer tales cantidades constantes al hacer los
céleulos).

Si se usan elementos transformados, curvilineos, no es obvio que el
test de la parcela planteado en coordenadas globales deba ser satisfecho.
Aqui, en general, puede existir convergencia en las coordenadas originales,
pero un test de la parcela de tamaifio finito puede no satisfacerse. Sin
embargo, de nuevo, si se especifica la naturaleza de la subdivisién sin
cambiar la funcién de transformacion, en el limite el jacobiano es localmente
constante y las condiciones anteriores pueden aplicarse. Para ilustrar este
punto consideremos, por ejemplo, un conjunto de elementos en los que las
coordenadas locales sean simplemente las coordenadas polares mosiradas en
la Figura 11.3. Con funciones de forma polinémicas de r y 4 el test de la
parcela del tipo descrito anteriormente no se verificard para elementos de
tamafio finito, sin embargo, en el limite, cuando el tamafio del elemento
tiende a cero, si serd satisfecho. Por tanto, es evidente que la verificacién del
test de la parcela es una condicidn necesaria que debe ser satisfecha siempre
cuando el tamario de la parcela es infinitesimal.

Esta condicién, a la que nos referimos como satisfactén débil del test de la
parcela no siempre es facil de verificar, particularmente si la programacién del
elemento no permite facilmente la consideracién de coeficientes o jacobianos
constantes. En la Seccién 11.9 se discutird en detalle su implementacién,
que, sin embargo, es sélo necesaria para formas de elementos muy especiales.
Es ciertamente afortunado que los elementos isoparamétricos estindar
reproduzcan exactamente el polinomio lineal en coordenas globales (viz.
Capitulo 8) y por esta razén no se requiere tratamiento especial, 2 menos que
se introduzca algiin otro crimen (tal como integracién selectiva o reducida).
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A — Especificacién de la condicién
— / de contorno natural
| Y
\ ) \
y l’ < /‘ /
\
l /

=~ i L

\ Condicién esencial /

minima de contorno
X

(a) (b
Figura 11.4 (a) Test de la parcela de forma C. (b) Test para un elemento aislado

11.4 Test de la parcela generalizado (test C) y test para un
elemento aislado

El test de la parcela descrito en la seccién precedente se mostré como
condicién necesaria de convergencia de la formulacidn, pero no establece
condiciones suficientes. En particular, se omitié la verificacion de la
aproximacién de la “carga” de contorno para el caso en que se especifiquen
condiciones “naturales” (ej., ecuaciones de elasticidad). Tampoco se verificé
la estabilidad de la aproximacién. Ficilmente puede construirse un test que
si incluya una prueba de todas estas condiciones, y que puede verse en la
Figura 11.4 como test C. En éste la parcela de elementos se ensambla como
en los casos anteriores, pero se le somete a condiciones de contorno naturales
prescritas (o fuerzas en su perimetro). La matriz ensamblada para la parcela
completa se escribe de la forma

Ka=f

Fijando sélo el nimero minimo de paramétros a necesarios para obtener
una solucién fisicamente vélida (ej., eliminando los movimientos de sélido
rigido en un ejemplo de elasticidad o un dnico valor de la temperatura en
un problema de transmisién del calor) se busca la solucién para los restantes
valores de a y se comparan con la solucién exacta.

Ahora cualquier singularidad de la matriz K serd observada y, como
el vector f incluye todos los términos de fuente y de fuerzas de contorno
necesarios, la formulacién quedari completamente verificada (siempre que,
naturalmente, haya el suficiente nimero de casos de prueba).

Con las fuerzas en el contorno incluidas es por supuesto posible reducir
el tamano de la parcela a un nico elemento y esta forma alternativa del test
C se ilustra en la Figura 11.4(3), y se conoce como test para un elemento
aislado’’. Este test es evidentemente requisito para una buena formulacién
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Puntos de
integraciéon de Gauss

Elementos de nueve J
nodos solamente

Ocho y nueve nodos

(b

Figura 11.5 (@) Modos de energia nula (singulares) para los elementos cuadraticos
de ocho y nueve nodos y (b) para una parcela de elementos bilineales
con un dnico punto de integracién. ‘

de elementos finitos ya que, a veces, una parcela mayor puede no revelar
las inestabilidades inherentes a un elemento aislado. Esto ocurre en el bien
documentado caso del elemento isoparamétrico de ocho nodos con integracién
(reducida) de cuatro puntos de Gauss en problemas de deformacién/tension
plana, donde el modo singular de deformacién de un elemento aislado (viz.
Figura 11.5) desaparece cuando se ensamblan varios elementos.f Debe

t Esta figura muestra también una singularidad similar para una parcela de cuatro
elementos bilineales con una cuadratura de un inico punto, y se hace notar la forma
similar de los modos de energia nula (viz. Capitulo 8, Sec. 8.11.3).
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notarse, sin embargo, que la verificacion del test del elemento aislado no
es condicion suficiente de convergencia. Para esto se requiere al menos un
contorno elemental interno para verificar que la consistencia de la solucion
de una parcela se conserva entre los elementos.

11.5 Test de la parcela de mayor orden®®

Los tests de la parcela discutidos en las dos secciones anteriores
aseguraban (al ser verificados) que existia convergencia, pero no
comprobaban el orden de esta convergencia, mas alla de asegurarnos que
en el caso de la Ec. (11.7) los errores en u eran, al menos, de orden
O(h?). Es una cuestién sencilla determinar la mayor velocidad asintética
de convergencia de un elemento dado simplemente imponiendo, en vez de
una solucién lineal, soluciones polinémicas exactas de mayor orden. El
mayor valor de tales polinomios para el cual se consigue una completa
verificacién del test de la parcela evalia automaticamente la correspondiente
velocidad de convergencia. Se sobreentiende que para dichas soluciones
exactas generalmente deberdn incluirse términos de fuente no nulos en la
ecuacién original (11.1).

Ademas, el test C junto con un test de la parcela de mayor orden pueden
ser usados para ilustrar cualquier tendencia a la aparicién de “bloqueo” (ver
Capitulo 12). Por lo tanto, se puede establecer la robustez del elemento en
relacién a varios pardmetros (ej., coeficientes de Poisson cercanos a 0.5 para
problemas de elasticidad en deformacién plana).

11.6 Aplicacién del test de la parcela a elementos de elasticidad
plana con cuadraturas “estindar” y “reducidas”

En las préximas secciones se consideran varias aplicaciones del test de
la parcela para la evaluacién de modelos de elementos finitos. En cada caso
se considera sélo uno de los test que deben ser implementados. Para la
evaluacién completa de una formulacién es necesario considerar todas las
posibles soluciones polinémicas esenciales independientes, ademas de una
variedad de configuraciones de las parcelas que verifiquen los efectos de
la distorsién de los elementos, asi como interconexiones alternativas en la
malla que se usen cominmente en los analisis. Es importante que tanto la
consistencia como la estabilidad sean evaluadas en un test llevado a cabo
adecuadamente.

En el Capitulo 8 (Seccién 8.11) se discutié el orden minimo de integracion
numérica (sin pérdida de velocidad de convergencia) necesario para varios
problemas de elementos finitos. Sin embargo, también se vio que en algunos
problemas dicho orden minimo de integracién llevaba a matrices singulares.
Si se define la integracién estdndar como aquella que evaliia exactamente la
rigidez de un elemento (al menos en su forma no distorsionada), entonces
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{2) Parcela de cinco elementos {b} Parcela de un elemento

Figura 1.6 Parcela para la evaluacion de problemas de tensién plana integrados
numericamente.

cualquier orden de integracién menor se llama generalmente reducida.

Dicha integracién reducida tiene algunos méritos en ciertos problemas
por razones que se discutirdn en sl proxime capitulo, pero puede causar
irregularidades que deberian ser descubiertas en un test de la parcela (lo que
suplementa y unifica los argumentos de la Seccidn 3.11.3). A continuacién
se muestra la aplicacion del test de la parcela a varios problemas tipicos.

Se considera ptimero un probiema de tensién piana que se muestra en
la Figura 11.6(a). El material es lineal, eldstico isétropo con propiedades
£ = 1000 y v = 0.3. Ei procedimiento de elementos finitos usado se
basa en la formuiacion e¢n desplazamientos atilizando funciones de forma
isoparametricas de cuatro nodos e integracion aumérica. Los analisis se
levan a cabo utilizando el elemento plano y el programa descritos en el
Capitulo 15. Puesto que el cilcuio de la rigidez -incluve solo primeras
derivadas de los desplazamientos ia formulacion converge siempre que el test
de la parceia sea venficado para odas las soluciones polinomicas lineales en
desplazamientos. Aqui sa considera solo una de las seis soluciones polindmicas
lineales independientes necesarias para verificar la satisfaccion del test. La
soiucidn considerada es

u = 0.002z
v = —0.0006y (11.10)
que produce fuerzas de volumen aulas y tensiones nulas excepto
or =2 (11.11)

Fn la Tabla 11.1 se da la solucién correspondiente 3 los deplazamientos
aodales que satisfacen la Ec. (11.10} exactamente.
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TABLA 11.1
SOLUCION DE LA PARCELA DE LA PIGURA 11.6.
Coordenadas Desplazamientos calculados Fuerzas
Nodoi z; v u§ v; Py Py
1 0.0 0.0 0.0 0.0 -2 0
2 2.0 0.0 0.0040 0.9 3 ]
3 2.0 30 0.0040 -0.00186 2 i}
4 0.0 2.0 0.0 -0.00129 -3 0
3 0.4 0.4 0.0008 -0.00024 0 a
i} 1.4 0.6 0.0028 -0.00036 0 8
7 1.5 2.0 (0.0030 -0.00120 0 0
8 0.3 1.8 0.0006 -0.00096 Q 0

El test de la parcela se lleva a cabo primero usando ‘una cuadratura
gaussiana “estindar” 2 X 2 para calcular la rigidez de cada elemento y las
fuerzas de reaccion resultantes en los aodos. Para el test de la parceia A se
coartan todos los nodas y se prescriben todos los desplazamientos aodales 2
los valores especificados en la Tabla 11.1. Las tensiones se calculan en los
puntos de Gauss seleccionados 1x1,2x2y 3x 3y todos resultan exactos salvo
afrores de redondeo {se us¢ precisién de 64 bit en un VAX 11/750, lo cual
produce errores de redondeo menores de 10715 en las cantidades calculadas).
Las reacciones también se calcularon para todos los nodos y de nuevo
resultaron idénticas a los valores mostrados en la Tabla 11.1 salvo errores
de redondeo. La aproximacién menconada satisface todas las condiciones
requeridas a un procedimento de elementos finitos {esto es, funciones de forma
conformes y cuadratura de orden normai). Por consigniente, el test de parcela
meramente verifica que no se han cometido errores en la programacién. El
test de la parcela A no requiere el uso explicito de !a matriz de rigides;
consecuentemnente el test de la parceia anterior fue repetido usando el test B
donde solo los nodos 1 y 4 fueron coartados cof sus desplazamientos prescritos
de acuerdo con la Tabla 11.1. Este verifica la sxactitud de la matnz 7,
como se esperaba, s obtuvieron de nuevos resuitados exactos salvo errores
de redondeo (osea, errores del orden de 10~19). Finalmente, s¢ hizo un test
tipo C en el nodo 1 totalmente coattado y el nodo 4 coartado sdlo <o la
direccidn z. Se aplicaron fuerzas aodales a los nodos 2 ¥ 3 de acuerdo con los
valores generados a traves de tensiones oz en cl contorno (esto es, las fuersas
aodales de ia Tabla 11.1). Este test también produje soluciones exactas para
todas las restantes magnitudes nodales de la Tabla 11.1 7 una tensién o7z = 2
en todos los puntos de Gauss de cada elemento.

Se repitié la sene de iesis de la parcela amteriores, pero usando una
cuadratura de Gauss “reducida” 1 x 1 para calcular la dgides elemental y las
fyerzas nodaies. El test de la parcela C indicé que la matriz global contenia
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dos “modos de energia nula” globales (esto es, la matriz global de rigidez era
deficiente en rango en grado 2), por lo que producia desplazamientos nodales
incorrectos cuyos resultados dependian solamente de los errores de redondeo
en los calculos. Estos, a su vez, producian tensiones incorrectas salvo en el
punto de Gauss 1 x 1 usado en cada elemento para calcular la rigidez y las
fuerzas. Por tanto, y debido a consideraciones de estabilidad, el uso de la
cuadratura 1 X 1 en elementos de cuatro nodos produce la no verificacién del
test de la parcela. El elemento, sin embargo, si que satisface los requisitos de
consistencia, y si se usa un procedimento de estabilizacién adecuado (ej., en
la practica se usan métodos de rigidez o viscosos), este elemento puede ser
usado para calculos practicos®6.

Debe hacerse notar que puede llevarse a cabo un test del elemento aislado
usando la malla mostrada en la Figura 11.6(b). Los resultados se dan en la
Tabla 11.1 para los nodos 1 a 4. Para la parcela de un solo elemento, los
tests de la parcela A y B coinciden y ninguno de ellos evalia la precisién o
la estabilidad de la matriz de rigidez. Por otro lado, el test de la parcela C
lleva a las conclusiones alcanzadas utilizando la parcela de cinco elementos:
esto es, la cuadratura gaussiana 2 x 2 pasa el test mientras que la cuadratura
1 x 1 falla el test en la parte de estabilidad (como de hecho era de esperar a
partir de los argumentos del Capitulo 8, Seccién 8.11).

La sencilla prueba de la cancelacién de un término diagonal durante la
descomposicién triangular es suficiente para avisar de deficiencias de rango en
la matriz de rigidez. En un método de perfil, descrito en el Capitulo 15, esto
se controla ficilmente ya que la eliminacién compacta transforma el valor
inicial de un elemento de la diagonal a su valor final en un sélo paso. Por lo
tanto, sélo se precisa una variable escalar adicional para controlar los valores
iniciales y finales.

En la Figura 11.7 se considera una parcela de dos elementos cuadrilateros
isoparamétricos cuadriticos. Se consideran tanto el tipo serendipito de ocho
nodos como el lagrangiano de nueve y se lleva a cabo un test de la parcela
basico de tipo C para el caso de carga 1. Para el elemento de ocho nodos
tanto las cuadraturas gaussianas de 2 x 2 (“reducida”) y 3 x 3 (“estandar”)
satisfacen el test de la parcela, mientras que para el elemento de nueve nodos
sélo la cuadratura 3 x 3 es satisfactoria, y la cuadratura 2 x 2 lleva a una
deficiencia de rango en la matriz. Sin embargo, si se realiza un test de
elemento aislado para el elemento de ocho nodos con cuadratura 2 x 2,
se descubre el modo espireo de energia nula mostrado en la Figura 11.5
y, por tanto, el test de un elemento aislado falla. Consideramos a tales
elementos como sospechosos y deben ser usados con cuidado. Para ilustrar
lo que puede ocurrir en la practica consideremos el sencillo problema de la
Figura 11.8(a). En este ejemplo la “estructura” modelizada por un inico
elemento se considera rigida, y el interés se centra en la respuesta de la
“cimentacién”. En consecuencia sélo se usa un elemento para modelar la
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Figura 11.7 Test de la parcela para cuadriliteros isoparamétricos de ocho y nueve
nodos.

estructura. El uso de la cuadratura 2 x 2 lleva a los resultados mostrados
en la Figura 11.8(b), mientras que los resultados para la cuadratura 3 x 3 se
muestran en la Figura 11.8(c). Debe hacerse notar que no existe modo de
energia nula, ya que se ha usado mis de un elemento. Sin embargo, hay una
respuesta espirea debido a la gran diferencia de médulos entre la estructura
y la cimentacién. Esto sugiere que en problemas en los que la respuesta
no lineal pueda llevar a variaciones importantes en los pardmetros de los
materiales puede también inducirse este comportamiento, y por lo tanto el
uso del elemento de ocho nodos con integracién 2 x 2 debe ser controlado de
cerca para detectar tales comportamientos anémalos.

Ciertamente, las condiciones de apoyo o de carga pueden por si mismas
inducir respuestas muy sospechosas para elementos que son casi singulares.
La Figura 11.9 muestra algunas divertidas peculiaridades que pueden ocurrir
en elementos con integracién reducida, y que desaparecen enteramente si se
usa integracién completa!”. En todos los casos el ensamblaje de elementos es
no-singular aunque los elementos individuales tengan deficiencias de rango.

11.7 Aplicacién del test de la parcela a un elemento incompatible

Con el fin de demostrar el uso del test de la parcela para una formulacién
de elementos finitos que viola los requisitos usuales de continuidad de las
funciones de forma, consideraremos los modos incompatibles de deformacén
plana introducidos por Wilson et al.*® y discutidos por Taylor et al.'®. La
formulacién incompatible considerada usa la siguiente aproximacién para los
desplazamientos elementales:
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donde Ny(I = 1—4) son las funciones de forma bilineales conformes usuales,
y los iltimos términos son modos de deformacién incompatibles definidos
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Figura 11.10 (¢) Cuadrildtero lineal con funciones de forma auxiliares
incompatibles; (b) Flexién pura y desplazamientos lineales causando
cortante; (c) Funciones auxiliares “de flexién” con variables internas.

como funciones jerarquicas de forma independiente para cada elemento.

Las funciones de forma usadas se ilustran en la Figura 11.10. Las
primeras, un conjunto del tipo estindar de Lagrange, dan un campo de
desplazamientos que, como se muesta en la Figura 11.10(%), introduce
deformaciones de cortante incluso en flexién pura. Las segundas, en las que
los parédmetros a; y a; estan estrictamente asociados a un elemento especifico
¥, por tanto, introducen incompatibilidad pero aseguran un comportamiento
correcto a flexion, se ilustran en la Figura 11.11.

En la referencia 19 se calcula la aproximacién de elementos finitos
sumando las energias potenciales de cada elemento y calculando las cargas
nodales debidas a las fuerzas en el contorno a partir de la parte conforme del
campo de desplazamientos solamente. Por tanto, a los efectos de realizar el
test de la parcela, calcularemos las deformaciones utilizando todas las partes
del campo de desplazamientos, lo que lleva a una generalizacién de (11.4)
que puede escribirse de la forma

1000
1501 2 150
|7 o
1000 1 150 s
Malla 1
e 10- é
, 1000
56‘251 2 T 56.25 T
18750 t1g750 2
1000 .
g - t s6.25
Malla 2
Carga B 2 Carga A Carga B
Desplazamiento en ¢ Tensién en j

Carga A Carga B Carga A Carga B
Teoria de vigas 10.00 103.0 300.0 4050

(a){ Malla 1 6.81 70.1 218.2 2945
Malla 2 7.06 72.3 218.8 2954
(b){ Malla 1 10.00 101.5 300.0 4050

Malla 2 10.00 101.3 300.0 4050

Figura 11.11 Resultados del cuadrilitero no-conforme en flexién de vigas
tratadas como tensién plana: (a) cuadrilitero lineal conforme,
(b) cuadriltero no-conforme.

PR IHEH

Aqui Ky; y f; son la rigidez y las cargas del elemento bilineal (conforme)
de cuatro nodos, Kj; y (= K7,) son las rigideces de acoplamiento entre los
desplazamientos conformes y no-conformes, y Kj; y f; son la rigidez y las
cargas de los desplazamientos no-conformes. Nétese que, de acuerdo con el
algoritmo de la referencia 18, f, debe anularse para las soluciones de los tests
de la parcela.

Para un test en deformacién o tensién planas sélo deben considerarse
polinomios lineales, en los que los desplazamientos no-conformes deben
anularse. Por tanto, para que se verifique el test de la parcela debe tenerse

Ku& = f1 (11.14&)

Kzla - fz =0 (11.l4b)
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2 3

(o) Discretizacién regular.
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(¢) Discretizacién de jacobiano constante alrededor del nodo 5

Figura 11 12 Test de la parcela para una forma de elemento incompatible

Si se lleva a cabo un test de la parcela para la malla mostrada en la
Figura 11.12(a) se encuentra que las tres formas (osea, test tipo A, B y
C) satisfacen estas condiciones y, por tanto, pasan el test. Si se considera
la parcela mostrada en la Figura 11.12(b), por el contrano, el test no se
cumple. Este incumplimiento se manifiesta de diferentes formas para cada
tipo de test. El test tipo A produce valores no nulos de f; cuando a se
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prescribe nula y a de acuerdo con los desplazamientos considerados. En la
forma B el valor de los desplazamientos nodales a; tienen error y & son no
nulos, lo que lleva a tensiones erréneas en cada elemento. En la forma C
todos los desplazamientos libres son erréneos, asi como las tensiones.

Es interesante notar que cuando la parcela se construye segin la
Figura 11.12(¢), donde todos los elementos son paralelogramos, las tres
formas del test de la parcela se ven de nuevo satisfechas. Por consiguiente, se
nota que si una malla cualquiera se refina sisteméticamente por subdivisén
de cada elemento en cuatro elementos cuyos lados estén a lo largo de
las lineas £,n del elemento original con valores —1,0 y 1 (esto es, por
bisecciones) la malla converge a aproximaciones de jacobiano constante del
tipo mosirado en la Figura 11.12(c). Por tanto, en este caso particular el
elemento de modos incompatibles satisface un test de la parcela débil, y
por consiguiente, convergerd. Sin embargo, en general puede ser necesario
utilizar una discretizacién muy fina para conseguir la precisién suficiente,
¥ en consecuencia el elemento probablemente no tiene un uso practico (ni
eficiente) en ingenieria.

El sencillo artificio de asegurar que el jacobiano se toma como constante
en cada elemento consiste en evaluarlo solamente una vez en { = 1 = 0 (el
centro del elemento). Esto asegura convergencia para todas las formas del
elemento— y con esta alteracién del algoritmo el elemento incompatible es

convergente, aunque no extremadamente preciso’®.

11.8 Generacién de funciones incompatibles que satisfacen el test
de la parcela

En la seccién previa se ha mostrado ¢cdmo un elemento incompatible
puede, en ocasiones, producir resultados superios=s a pesar de violar las
reglas que se postulan normalmente. En el andlisis de placas y laminas
se trata con problemas que requieren continuidad Cp; el uso de dichas
funciones incompatibles est4 muy extendido no sélo porque producen mejores
resultados, sino también debido a la dificultad de desarrollar funciones que
satisfagan la condicién de su continuidad y también la de sus derivadas.
En esta seccién se trata el problema de cdmo generar funciones de forma
incompatibles de tal manera que se asegure automaticamente el cumplimiento
del test de la parcela y, por tanto, la convergencia. Las reglas para hacer
esto se han desarrollado recientemente,?®?! y se han aplicado a la obtencién
de nuevos elementos de flexién de placas. Aqui se presentan estas reglas en
un sencilo ejemplo de un problema de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, pero los resultados son ficilmente extensibles a otras situaciones.

Considérese la solucién por elementos finitos de la siguiente ecuacién:

A(w)= -TV*u +ku—¢=0 en el dominio (11.15)

con las condiciones de contorno
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u=1u en [y
y (11.16)
Qﬁ

n

=% enTy

Esto puede representar el desplazamiento u de una membrana eldstica
sobre un soporte elastico con una tensién inicial T' y una constante eldstica
k. La incégnita u se aproxima por dos conjuntos de funciones (jerdrquicas)

u=u"+u" (11.17a)
u®=N%° y " =N"a" (11.17b)

donde N¢ y N™ son funciones de forma compatibles e incompatibles,
respectivamente.' Debe enfatizarse que éstas son linealmente independientes,
ya que de otro modo las condiciones de estabilidad (i.e., la no-singularidad
de las matrices) serian violadas, como era el caso en el contraejemplo de
Stummel®.

Cuando se somete una -parcela de elementos a una variacién lineal
de u tal que se satisfaga la Ec. (11.15), la aproximacién u€ es capaz de
proporcionar esta solucién y satisfacer todos los requitos del test de la parcela.
(Naturalmente, se tiene que suponer que ¢ = —ku.)

Se deduce, por tanto, que u™ serd nula. Sin embargo, es importante
considerar el test para un elemento aislado en el que se aplica una
tensién constante f (correspondiente a u¢ = u). La ecuacién de Galerkin
correspondiente al modo incompatible es ahora

/N"k—dI‘ /N}‘k( a“+nyay) /N"td[‘ (11.18)

y esta ecuacién debe satisfacerse idénticamente con %, k y 8u/0n constantes.
En lo anterior, I'c representa el contorno total del elemento y nz, ny y n son
el vectores normales al contorno (viz. Apéndice 6).

La condicién anterior se consigue facilmente asegurando que

/ NPndl =0 (11.19)
T.

Una condicién similar fue llamada “test de interpolacién” por Specht® y
también introducida anteriormente por Samuelsson.?® Utilizando esto se ha
desarrollado un elemento triangular no conforme para flexién de placas que
satisface el test de la parcela y ademds proporciona excelentes resultados en
diversas aplicaciones.

En el presente ejemplo se puede usar alternativamente un test de la
parcela més débil que establezca que
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/ NPngdl =0 (11.208)
r.
y
NPnydl =0 (11.20b)
T,

para cada elemento, imponiendo por tanto la condicién

NMdl'=0 (11.21)
T,
que implica (como sugirié originalmente Wilson) que las cargas de contorno
de los desplazamientos incompatibles deben anularse o ser ignoradas. Por
otra parte, la contribucién de las fuerzas de volumen (osea, q) deben ser
calculadas usando tanto las partes conformes como no-conformes de los
desplazamientos.

Para ilustrar el uso del procedimiento anterior para desarrollar funciones
de forma de modos incompatibles, considérese el caso de un elemento
cuadrildtero no-conforme de cuatro nodos que en el caso particular de un
recténgulo reproduzca el elemento no-conforme de la referencia 18. La
convergencia de este elemento no-conforme para los casos rectangular o de
jacobiano constante ha sido tratada en la seccién anterior.

Se toma la parte conforme de la funcién de forma de cada componente
del desplazamiento como las funciones isoparamétricas de cuatro nodos

u® = Nyuy (11.22)

donde 1
Nr= 01+ &ré)(1+mm) (11.23)

y &,m son coordenadas naturales en el intervalo (—=1,1) con valores en cada
nodo esquina I dados por £7,7;. Se construyen las funciones no-conformes
a partir de las restantes funciones del elemento serendipito isoparamétrico
de ocho nodos (Capitulo 8). En consecuencia, se toma para el campo no-
conforme

(1-€)(1 - n)er + (1 +€)(1 = n*)eat

MIP“

) ) (11.24)
+50- €)1 +nas+5(1 -1 + n*)es

Sustituyendo en las condiciones (11.20) se obtienen dos condiciones escalares

4
> aia; =0 (11.25)
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y
4
D biai=0 (11.26)
i=1

donde a;,b; dependen de la geometria del elemento

a;=z; —%;

b=y~ w (11.27)
con
j= mod (i,4) + 1

Se pueden usar estas dos condiciones para expresar dos de las a; en
funcién de las otras dos. El resultado da dos modos incompatibles de
desplazamiento que pueden ser afiadidos al campo conforme asegurando la
satisfaccion de un test de la parcela fuerte. Para elementos rectangulares los
dos modos resultantes son idénticos a los propuestos en la Ec. (11.12).

Existen otras posibilidades para construir funciones no-conformes o
incompatibles®.

11.9 El test de la parcela débil—ejemplo

Los problemas descritos anteriormente dan soluciones exactas para los
tests de la parcela realizados y, por tanto, satisfacen las condiciones en sentido
fuerte. Para ilustrar el comportamiento de un elemento que sélo satisface una
forma débil del test de la parcela consideremos un problema axial-simétrico
eldstico lineal modelizado con elementos isoparamétricos de cuatro nodos. Se
supone material isétropo y las matrices de rigidez y fuerzas de reaccién de los
elementos finitos se calculan usando integracién selectiva donde los términos
asociados con el médulo de deformacién volumétrica se evalian utilizando
una cuadratura con un tnico punto de Gauss, mientras que los restantes
términos se calculan utilizando una cuadratura gaussiana de 2 x 2 (normal).
Puede verificarse ficilmente que la matriz de rigidez es del rango adecuado, y
por tanto la estabilidad de las soluciones no esta en cuestién. Por otro lado,
la consistencia debe ser comprobada.

Para verificar el comportamiento de una formulacién con una cuadratura
selectiva se considera la parcela de elementos mostrada en la Figura 11.13.
La parcela no es de forma tan general como seria deseable y sdlo se usa para
ilustrar el comportamiento de un elemento que verifica un test de la parcela
débil. La solucién polinémica considerada es

=2
v=e (11.28)
w=20

y se usan en el analisis las contantes materiaies E =1y v = 0. El campo de
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z2 h
1 2 3

r=1

Figura 11.13 Parcela para cuadratura selectiva en elementos axial-simétricos de
cuatro nodos.

tensiones resultante es
or =0y = 2 (11.29)

con las otras componentes idénticamente nulas. La soluciéon exacta para
las cantidades nodales de la malla mostrada en la Figura 11.13 se resume
en la Tabla 11.2. Se llevan a cabo tests de la parcela para este problema
usando el esquema de integracion selectiva descrito arriba y valores de h
de 0.8, 0.4, 0,2, 0.1 y 0.05. EI resultado para el desplazamiento radial
de los nodos 2 y 5 se da en la Tabla 11.3 (con seis digitos). Todas las
demds cantidades (desplazamientos, deformaciones y tensiones) tienen un
comportamiento similar con velocidades de convergencia de al menos O(h)
0 mas.

TABLA 11.2
SOLUCION EXACTA PARA LA PARCELA

Nodo Radio Desplazamiento Fuerza
I Tr Ur Wi F, Fyr
14 1-h 2(1-h) 0 “(1-h) 0
2,5 1 2 0 0 0
3,6 1+h 2(1+h) 0 (14 h)h 0

11.10 Ejemplo de test de la parcela de alto orden—robustez

Al efecto de mostrar un test de la parcela de alto orden considérese el
problema de tensién plana de dos elementos mostrado en la Figura 11.7
y sujeto a la carga de flexién que se sefiala. Como antes, se consideran
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TABLA 11.3
DESPLAZAMIENTO RADIAL EN LOS NODOS 2 Y §.

h u
0.8 2.01114
04 2.00049
0.2 2.00003
0.1 2.00000
0.05 2.00000

dos tipos diferentes de elementos: a) un elemento cuadratico serendipito de
ocho nodos, y b) un elemento cuadrilitero lagrangiano de nueve nodos. En
este test se trata de demostrar una caracteristica de la transformacién del
elemento de nueve nodos discutido en el Capitulo 8 (viz. Seccién 8.7) y
mostrada por primera vez par Wachspress??. En particular, se restringe que
la transformacién al plano zy sea la producida por el elemento isoparamétrico
bilineal de cuatro nodos, pero permitiendo a la variable dependiente recorrer
el rango completo de variaciéon que permiten las funciones de forma de ocho
y nueve nodos. En el Capitulo 8 se mostré que el elemento de nueve nodos
puede aproximar una funcién de desplazamiento cuadratica completa en z,y
mientras que el elemento de ocho nodos no puede. Por tanto, es de esperar
que cuando el elemento de nueve nodos se restringe a las tranformaciones
isoparamétricas del elemento de cuatro nodos, pase un test de la parcela de
mayor orden para cualquier campo cuadratico de desplazamientos arbitrario.
La solucién de flexién pura en elasticidad se compone de términos polinémicos
de hasta segundo orden.

Ademas, no se necesitan cargas de volumen para satisfacer las ecuaciones
de equilibrio. Para la malla considerada las cargas nodales son iguales y
opuestas en los nodos superior e inferior, como se muestra. Los resultados
para los dos elementos se muestran en la Tabla 11.4 para las cuadraturas
indicadas con E =100y v = 0.3.

De este test se deduce que el elemento de nueve nodos satisface el test de
alto orden. Ciertamente, siempre que la transformacion se restrinja a la forma
de cuatro nodos se verificara el test de la parcela para desplazamientos con
términos no superiores a los cuadraticos. Por otro lado, el elemento de ocho
nodos sélo supera el test de la parcela de alto orden para transformaciones
a elementos rectangulares (o de jacobiano constante). Ademads, la precisién
del ‘elemento de ocho nodos se deteriora con mucha rapidez al aumentar la
distorsién por el pardmetro d.
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TABLA 114
CASO DE CARGA DE FLEXION (E = 100,v = 0.3).

Elemento Cuadratura d v4 up vB
ocho-nodos 3x3 0.750 0.150 0.75225
ocho-nodos 2x2 0 0.750 0.150 0.75225
nueve-nodos 3x3 0.750 0.150 0.75225
ocho-nodos 3x3 0.7448 0.1490 0.74572
ocho-nodos 2x2 1 0.750 0.150 0.75100
nueve-nodos 3x3 0.750 0.150 0.75225
ocho-nodos 3x3 0.6684 0.1333 0.66364
ocho-nodos 2x2 2 0.750 0.150 0.75225
nueve-nodos 3x3 0.750 0.150 0.75225

Exacta — — 0.750 0.150 0.75225

El uso de una cuadratura reducida 2 x 2 mejora los resultados para los
tests de alto orden. De hecho, dos de los puntos de muestreo dan resultados
exactos y sélo ligeramente erréneos el tercero. Sin embargo, como se precisé
anteriormente, el test para un elemento aislado para el elemento de ocho
nodos con integracién 2 x 2 falla la parte de estabilidad del test de la parcela
¥y, por tanto, debe ser usado con el mayor cuidado.

El uso de un test de la parcela de alto orden puede ser usado también
para evaluar la “robustez” del elemento. Se llama robusto a un elemento si
su comportamiento no es sensible a los parametros fisicos de la ecuaciéon
diferencial. Por ejemplo, el comportamiento de muchos elementos para
la solucién de problemas de elasticidad lineal en deformacién plana es
sensible a valores del coeficiente de Poisson cercanos a 0.5 (en “cuasi-
incompresibilidad”). Ciertamente, para coeficientes de Poisson cercanos
a 0.5 la energia almacenada por unidad de deformacién volumétrica es
muchos 6rdenes mayor que la energia almacenada por unidad de deformacion
desviadora. Consecuentemente, los elementos finitos que muestran un fuerte
acoplamiento entre las deformaciones volumétrica y desviadora a menudo
producen resultados pobres en régimen cuasi-incompresible, un problema
que sera discutido con mas detalle en el Capitulo 12.

Esto puede obtenerse usando un elemento de cuatro nodos para resolver
un problema con un campo cuadratico de desplazamientos (osea, un test de la
parcela de alto orden). Si se considera de nuevo el ejemplo de flexién puray la
malla de ocho elementos mostrada en la Figura 11.14 se observa claramente el
deterioro de los resultados a medida que el coeficiente de Poisson se aproxima
al valor de un medio. También se muestran en la Figura 11.14 los resultados
para los modos incompatibles derivados en la Seccién 11.18. Es evidente
que la respuesta mejora considerablemente con la adicién de estos modos,
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Incompatible—regular (2 x 2)(3 x 3)
1.0 - - - Incompatible—
Incompatible—distorsionada (3 x 3) Y™ distorsionada (2x2)

0.8 —— Limite ~ 0.83

Bilineal—regular (2 x 2)

0.6

Bilineal—distorsionada (2 x 2)
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L L [ ]
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Figura 11.14 Cuadrilateros de cuatro nodos en deformacién plana con y sin modos
incompatibles (test de la parcela de alto orden para evaluacién del

comportamiento).

especialmente si se usa la cuadratura 2 x 2.

Si se considera una malla regular y elementos de cuatro nodos, y ademas
se mantiene el dominio constante y se refina sucesivamente el problema
usando mallas de 8, 32, 128 y 512 elementos, se observa que las soluciones
convergen como garantiza el test de la parcela. Sin embargo, como se muestra
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Ancho del elemento In(k)

-2 -1 0
0 I Ll o |

v = (.4999

v = (.25
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D A = 0.4999
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g b
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Cuatro nodos (2 x 2) en todos los términos
— — — Cuatro nodos (2 X 2)en los términos de cortante
(1 x 1) en los demas términos

Figura 11.15 Test de la parcela de alto orden para evaluar la robustez del
elemento (ver Figura 11.14) (test de convergencia por subdivisién
de elementos).

en la Figura 11.15, la velocidad de convergencia en energia para valores del
coeficiente de Poisson de 0.25 y 0.4999 es bastante diferente. Para 0.25
la velocidad de convergencia es casi una linea recta para todas las mallas,
mientras que para 0.4999 la velocidad empieza siendo bastante baja y se
acerca a un valor asintético de 2 cuando h tiende a cero. Para v cercano a
0.25 el elemento es robusto, mientra que para v cercano a 0.5 no lo es. Si
se usa integracién selectiva (que para deformacién plana verifica los tests de
la parcela fuertes) y se repite el experimento, ambos valores de v producen
respuestas similares y, por tanto, el elemento se vuelve robusto para todos
los valores del coeficiente de Poisson menores que 0.5.

Por consiguiente, el uso de tests de la parcela de alto orden puede
ser muy importante para separar elementos robustos de los que no lo son.
Para métodos que tratan de refinar autométicamente una malla de forma
adaptable en regiones con mucho error, como se discute en el Capitulo 14, es
extremadamente importante usar elementos robustos.



330 El Método de los Elementos Finitos

11.11 Conclusién

En las secciones precedentes se ha descrito el test de la parcela y su uso
en la practica mediante la consideracion de varios problemas de ejemplo. El
test de la parcela descrito tiene dos partes esenciales: a) una evaluacién de la
consistencia, y b) una prueba de la estabilidad. En el test de la consistencia
se usa un conjunto de polinomios esenciales linealmente independientes (esto
es, todos los términos independientes hasta el orden necesario para describir
el modelo de elementos finitos) como solucién a las ecuaciones diferenciales y
condiciones de contorno y, en el limite, a medida que el tamaifio de la parcela
tiende a cero, el modelo de elementos finitos debe satisfacer .exactamente
cada solucién. Se han presentado tres formas de realizar esta parte del test
que se han llamado formas A,B y C.

El uso de la forma C, donde todas las condiciones de contorno son na-
turales (ej., fuerzas de superficie en elasticidad) salvo el nimero minimo
de condiciones esenciales necesario para asegurar unicidad de solucién del
problema (ej., modos de sdlido rigido en elasticidad), se recomienda para
verificar consistencia y estabilidad simultineamente. Tanto los tests para
un elemento aislado como para mdis de un elemento son necesarios para
asegurar que se satisface el test de la parcela. Con estas condiciones, y
suponiendo que el procedimiento de solucién utilizado puede detectar las
deficiencias de rango, se comprueba también la estabilidad de la solucién. Si
tal condicién no se incluye en el programa se debe llevar a cabo una prueba
de estabilidad independiente. Esto puede hacerse calculando el nimero de
valores propios nulos en la matriz de coeficientes para métodos que utilicen
la solucién de ecuaciones lineales para calcular los pardmetros incognita a.
Alternativamente, se puede perturbar la carga usada para la solucién de la
parcela en un punto en un valor pequefio (por ejemplo, la raiz cuadrada del
limite del error de redondeo (ej., con 1076 para redondeos del orden de 10_12)
y comprobar la solucién para asegurar que no varia en una magnitud grande.

Una vez que se ha probado que el elemento pasa todos los tests de
la parcela esenciales, tanto para conmsistencia como para estabilidad, la
convergencia estd asegurada cuando el tamafio de los elementos tiende a
cero. Sin embargo, en ciertas situaciones (ej., el problema eldstico cuasi-
incompresibles) la convergencia puede ser muy lenta hasta que se use un
nimero muy grande de elementos. En consecuencia, se recomienda el uso de

tests de la parcela de alto orden para establecer la robustez del elemento. Los .

tests de la parcela de alto orden requieren el uso de soluciones polinémicas de
la ecuacién diferencial y de las condiciones de contorno con términos de mayor
orden que los polinomios basicos usados en el test de la parcela. Ciertamente,
el orden de los polinomios usados deberia aumentar hasta que el test sélo sea
verificado en sentido débil (i.e., cuando h tiende a cero). La ventaja de utilizar
un test de la parcela de alto orden, en lugar de otros problemas de contorno,
es que la solucién exacta puede ser ficilmente calculada en cualquier punto
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del modelo.

Se ha probado en algunos de los ejemplos el uso de funciones
incompatibles y procedimientos de integracién inexactas (integracion
reducida y selectiva). Algunas de estas violaciones de las reglas previamente
estipuladas estan justificadas no sélo por el comportamiento mejorado, sino
porque proporcionan métodos en los que la convergencia estid asegurada.
Algunas de las razones de tal comportamiento mejorado se discutirdn en el
siguiente capitulo (Capitulo 12).
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Capitulo 12

FORMULACION MIXTA Y
RESTRICCIONES. METODOS
DE CAMPO COMPLETO

12.1 Introduccién

El conjunto de ecuaciones diferenciales desde el que se inicia el proceso de
discretizacién determina si nos referiremos a la formulacién resultante como
mizta o irreducible. Asi, si consideramos un sistema de ecuaciones con varias
variables dependientes u escrito como [viz. Ecs. (9.1) y (9.2)]

A(u) =0 enel dominio €
y (12.1)

B(u) =0 en el contorno T

en el cual ninguna de las componentes de u puede ser eliminada dejando el
problema bien definido, entonces la formulacién se llamara irreducible. En
caso contrario, la formulacién se denominara mizta.

Esta definicién no es la tnica posible! pero aparece en la literatura
como la més ampliamente aplicable,>* si en el proceso de eliminacién al que
nos hemos referido se permite la introduccién de funciones de penalizacién.
Ademais, encontraremos que para una situacién fisica dada existe usualmente
mas de una forma irreducible posible.

Como ejemplo consideramos el sencillo problema de transmisién del calor
(o ecuaciones cuasi-arménicas) al que nos hemos referido en los Capitulos
9 y 10. En éste comenzadbamos por la relacién fisica constitutiva que
define los flujos [viz. Ec. (10.5)] en funcién de los gradientes de potencial
(temperatura), esto es,

q
q=-kV¢ q= {qy } (12.2)
La ecuacién de conservacion se puede escribir [viz. Ec. (10.7)]
9¢= | g
Ty = 22 L 23Y 2.
Vig= st =0 (123)

Si la ecuacién anterior se satisface en (1 y las condiciones de contorno

p=¢en Iy y gn = gn en [y (12.4)

333
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se cumplen, entonces el problema estd resuelto.
Claramente la eliminacién del vector q es posible, y la simple sustitucién
de la Ec. (12.2) en la Ec. (12.3) lleva a

Vi(kV4)+Q =0 en 0 (12.5)

con las condiciones de contorno apropiadas expresadas en funcién de ¢ o su
gradiente.

En el Capitulo 10 se han mostrado soluciones discretizadas a partir de este
punto y, dado que no es posible continuar eliminando variables, la formulacién
es claramente irreducible.

Por otro lado, si se inicia la discretizacién a partir de las Ecs. (12.2) a
(12.4) la formulacién resultaria mizta. Una forma irreducible alternativa es
también posible en funcién de las variables q. Para ello debe introducirse
una forma penalizada, y escribir, en lugar de la Ec. (12.3)

VIiq-Q= g o — 0o (12.6)

donde o es un nimero de penalizacidén que tiende a infinito. Claramente,
ambas ecuaciones coinciden en el limite y, en general, si a es grande pero
finito, las soluciones deberian ser aproximadamente iguales.

Ahora, sustituyendo en la Ec. (12.2) resulta una tnica ecuacién

kVVTq+ - =kVQ (12.7)

que a su vez puede ser utilizada como punto de partida de un proceso de
discretizacién como una forma irreducible posible®.

El lector debe observar que las formulaciones usadas hasta ahora en este
libro eran irreducibles, segin la definicion dada. En las siguientes secciones
se muestra cémo los problemas de elasticidad se pueden tratar en forma
mizta y cémo tales formulaciones son esenciales en ciertos problemas como
el ejemplo de elasticidad incomprensible al que nos referimos en el Capitulo
3. En el Capitulo 9 (Seccién 9.10.2) se mostré cémo se puede llevar a cabo
la discretizacién de un problema mixto.

Antes de proseguir con la discusién de tal discretizacién (que revelard
ventajas y desventajas de los métodos mixtos) es importante observar que
si el operador que describe la forma mixta es simétrico o auto-adjunto (viz.
Seccién 9.11.1) la formulacién puede derivarse de un principio variacional que
para problemas lineales puede obtenerse directamente. Invitamos al lector
a probar, usando los métodos del Capitulo 9, que la estacionariedad del
siguiente principio variacional es equivalente a las ecuaciones diferenciales
(12.2) y (12.3) junto a las condiciones de contorno (12.4):

_1 Ty -1 _ T _ -1
H—zﬂqk qdQ /n¢(Vq Q)d9+/rq¢(qn gn)dl
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para
¢=¢ en Ty (12.8)

El establecimiento de tales principios variacionales es de gran valor
académico, y ha conducido a muchas formas famosas descritas en el clasico
trabajo de Washizu.® Sin embargo, es conocido (viz. Seccién 9.9) que si en
un problema lineal se obtienen matrices de residuos ponderados simétricas,
entonces existe un principio variacional y éste puede ser encontrado. Como
la simetria puede establecerse por simple inspeccién, procederemos en lo
que sigue con el método de residuos ponderados directamente, evitando asi
complejidades innecesarias.

12.2 Discretizacién de formas mixtas — Algunas observaciones
generales

Mostraremos el proceso de discretizacién de las ecuaciones de transmisién
del calor a partir de la forma mixta (12.2) y (12.3). Empezaremos por suponer
que cada una de las incégnitas se aproxima de la forma usual, mediante
funciones de forma apropiadas y los correspondientes pardmetros incégnita.

Asi
q2§=Ng y ¢=¢=Nyp (12.9)

donde § y ¢ se refieren a parimetros nodales, o de forma mas general,
parametros elementales, que deben ser determinados.

Suponiendo que las condiciones de contorno ¢ = ¢ se satisfacen por la
eleccién de los desarrollos, la forma débil del problema es, para la Ec. (12.2),

/ WI(k'q+Vg)da =0 (12.10)
Q
y, para la Ec. (12.3) y las condiciones de contorno “naturales”,
/nwg(VT‘i —-Q)da - /F W5 (dn — Gn)dl = 0 (12.11)
q

La razén por la que hemos premultiplicado la Ec. (12.2) por k™" es ahora
evidente, porque la eleccion

W,=N, Wy=Ny (12.12)

llevara a ecuaciones simétricas [utilizando el teorema de Green para hacer la
integracién por partes del térmico de gradiente en la Ec. (12.11)] de la forma

[gT ﬂ{:}={2} (12.13)
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con

de

A =/Nqu-1Nq dQ
Q

C= /ﬂ N7 VN, dQ

fi=0

—/NdeQ+/ NZgdr
Q 8

Este problema, que consideramos como ejemplo de un gran nimero
aproximaciones mixtas, ilustra las principales caracteristicas de la

(12.14)

f;

formulacién mixta, incluyendo sus ventajas e inconvenientes. Notemos que:

1.

Los requisitos de continuidad sobre las funciones de forma seleccionadas

se reducen. Se ve ficilmente que mientras que la forma irreducible

[viz. Ec. (12.5)] requiere continuidad C, de las funciones de forma, las
integrales de la Ec. (12.14) permiten que Ny sea discontinua, dado que
no aparecen sus derivadas. Alternativamente, esta discontinuidad puede
ser transferida a N (utilizando el teorema de Green en la integral en C)
manteniendo entonces continuidad Cp para Ng.

Esta relajacion de continuidad es de particular importancia en
problemas de flexién de placas y laminas (viz. Vol. 2) y ciertamente
los usos mas importantes e iniciales de las formas mixtas se han hecho
en ese contexto.5~®

. Si el interés se centra en la variable q méds que en ¢, el uso de una

aproximacién mejorada para ella puede resultar en mayor precisién
que la que es posible obtener con la formulacién irreducible discutida
previamente. De hecho, en la Seccién 12.8.3 se muestra cémo una
aproximacién de la tensién Cy-continua puede mejorar sensiblemente los
resultados de un andlisis estindar en desplazamientos. Sin embargo,
debemos notar que si la funcion de aprozimacion de q es capaz de
reproducir ezactamente el mismo tipo de variacidn que la determinada
por la forma irreducible, entonces no se consigue mejora en la precision
y, de hecho, las dos aprozimaciones resultan en idénticos resultados.
Por tanto, si consideramos, por ejemplo, la aproximacién mixta de los
problemas de campo tratados usando un tridngulo lineal para determinar
Ny y Ny constantes a trozos, como se muestra en la Figura 12.1,
obtendremos exactamente los mismos resultados que con la formulacién

. irreducible con las mismas Ny aplicadas directamente a la Ec. (12.5),

siempre que k sea constante dentro de cada elemento. Esto es evidente
ya que la segunda de las ecuaciones (12.13) es precisamente la forma débil
usada para derivar la formulacién irreducible, en la que la primera de las
ecuaciones se satisface idénticamente.
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q constante q lineal ¢ lineal

= ¢ lineal

Figura 12.1 Una aproximacién mixta al problema de transmisién de calor que
produce resultados idénticos que la forma irreducible correspondiente
(se supone k constante en cada elemento).

Ciertamente, si elegimos usar una forma de aproximacién lineal
pero discontinua para Ny en el interior del tridngulo, obtendriamos
exactamente los mismos resultados, con los coeficientes adicionales
tomando el valor cero. Este descubrimiento fue hecho por Fraeijs de
Veubeke!® y se llama principio de limitacidn, estableciendo que bajo
ciertas circunstancias no se puede esperar una precision adicional de
las formulaciones mixtas. En un caso mas general, donde k sea, por
ejemplo, discontinuo y variable dentro de un elemento, los resultados de
la aproximacién mixta serdn distintos y tal vez superiores. Obsérvese que
una aproximacién Cp-continua para q podria mejorar los resultados, ya
que no es capaz de un campo discontinuo.

3. Las ecuaciones que resultan de las formulaciones mixtas a menudo
presentan términos nulos en la diagonal, como ocurre en el caso de la
Ec. (12.13).

Ya observamos en el Capitulo 9 que esto es caracteristico de
problemas sujetos a restricciones lagrangianas. De hecho, éste es el
origen del problema, que afiade cierta dificultad a los procesos estandar
de eliminacién gaussiana usados para resolver sistemas de ecuaciones
(viz. Capitulo 15). Como la forma de la Ec. (12.13) es tipica de muchos
problemas de dos campos, nos referimos a la primera variable (§) como
la variable primaria y a la segunda ($) como la variable de restriccion.

4. El ntimero adicional de variables significa que generalmente se tiene que
trabajar con problemas algebraicos de mayor tamafo. Sin embargo, en
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Seccién 12.8 veremos cémo tales dificultades pueden evitarse a menudo
usando una solucidn iterativa apropiada.

Las caracteristicas discutidas hasta ahora no mencionan un punto vital
que se discute en la seccidn siguiente.

12.3 Estabilidad de la aproximacién mixta. El test de la parcela.

12.3.1 Requisitos generales. A pesar de la relajacion de los requisitos de
continuidad sobre las funciones de forma en la aproximacién mixta, ésta
no proporciona resultados con sentido para ciertas elecciones particulares
de estas funciones. Esta limitacién es ciertamente mucho mds severa
que en la formulacién irreducible, donde una condicién muy simple,
“gradiente constante” (o deformacién constante) es suficiente para garantizar
convergencia si se cumplen los requisitos de continuidad. Las razones
matematicas de esta limitacién fueron tratadas por Babuska!! y Brezzi,!?
quienes formularon un criterio bastante complejo asociado a sus nombres.
Sin embargo, el origen de alguna de las dificultades (y, por tanto, las formas
de evitarlas) se identifica a partir de razonamientos bastante simples.

Si consideramos el sistema de ecuaciones (12.13) como tipico de muchos
sistemas mixtos en los que § es la variable primaria y ¢ la variable de
restriccion (equivalente a un multiplicador de Lagrange) se observa que
la solucién puede llevarse a cabo eliminando q de la primera ecuacién y
sustituyendo en la segunda para obtener

(CTA'C)p = —f, + CTA'§ (12.15)

siempre que la matriz A sea no singular (o Aq # 0 para todo q # 0). Para
calcular ¢ es necesario asegurar que la matriz entre paréntesis, esto es,

H=CTA"'C (12.16)

no es singular
La matriz H sera siempre singular si el niimero de incégnitas en el vector
q, al que llamaremos ng, es menor que el nimero de incégnitas ny en el

vector ¢. Por tanto, para evitar la singularidad se necesita que

ng > ng (12.17)

La razén para esto es evidente, ya que el rango de la matriz (12.16), que
necesita ser ng, no puede ser mayor que ng, esto es, el rango de A7'.1

t En algunos problemas la matriz A puede ser singular. Normalmente se puede convertir
en no singular mediante la adicién de un miiltiplo de la segunda ecuacién, cambidndola
por A = A +9CCT” y f, = f, + 7Cf,, donde 7 es un nimero arbitrario.
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La misma condicién (12.17) asegura que sean posibles soluciones no
triviales para las variables §. Si es violada, se producird “bloqueo” o
resultados no convergentes, dando soluciones casi nulas para q [viz. Capitulo
9, Ec. (9.165) y siguientes]. Para mostrar esto reemplacemos la Ec. (12.13)
por su forma penalizada:

q f con a — 0o
_ Y= 12.18
{ ¢ } { f, } y I = matriz identidad ( )

La eliminacién de ¢ lleva a

A C
cT ~I/a

(A +aCCT)q = f; + oCf, (12.19)

A medida que a — oo la ecuacién queda simplemente

(ccT)g = Cf, (12.20)

Deben existir soluciones no triviales para @ atun considerando f; = 0 y, por
tanto, la matriz CCT debe ser singular. Esta singularidad se dara siempre si
g > n¢.

Sin embargo, es posible que se dé esta singularidad incluso si ng > nq,
siempre que las relaciones CTq sean linealmente dependientes. En este caso
no ocurre bloqueo y se puede hallar una solucién para @, aunque H en la
Ec. (12.16) sea atn singular y por ello no exista solucién dnica para é.

Las condiciones de estabilidad derivadas para el ejemplo particular de
la Ec. (12.13) son validas en general para cualquier problema que tenga
la forma estandar de restriccién lagrangiana. En particular, la condicién
necesaria de la Ec. (12.17) bastara en la mayoria de los casos para determinar
la aceptabilidad de un elemento.

12.3.2 El test de la parcela. El test de la parcela para elementos mixtos
puede realizarse exactamente de la misma forma en que se describi6 en el

Aunque ambas matrices A y CC” son singulares, su combinacién A no lo es, siempre
que se cumpla que para todos los vectores g # 0, o bien

AG#£0 o CTq#£0

(En terminologia matematica esto significa que A es no singular en el subespacio trivial
de C™)

Los requisitos de la Ec. (12.17) son condicién suficiente pero no necesaria para la no
singularidad de la matriz H. Un requisito adicional evidente en la Ec. (12.15) es que

Cd#0 paratodo @#0

En caso contrario, la solucidén no serd inica.
Los requisitos mencionados son inherentes a la condicién de Babuska-Brezzi mencionada
previamente, pero pueden ser siempre verificados algebraicamente.
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(a)

ng <ng
No pasa el test

® Restringido

ng > ng

VANRRVAN ‘ Pasa test

(pero con resultados

«=6 ne=6-1=3 irreductible)

Figura 12.2 Test de la parcela para un elemento aislado en aproximaciones mixtas
al problema de transmisién del calor con flujos q discontinuos:
(a) ¢, cuadrético Cy; q constante; (b) ¢ , cuadratico Cy; q lineal.

capitulo previo para elementos irreducibles. Dado que la consistencia viene
facilmente asegurada al tomar un espacio de aproximacién polinémico, sélo la
estabilidad precisa ser investigada en general, y la mayoria de las respuestas
a esta cuestion se obtienen asegurando que la condicién (12.17) se satisface
para una parcela aislada en cuyo contorno se prescribe el maximo niimero de
variables de q y el minimo nimero de variables de ¢.!3

En la Figura 12.2 se ilustra el test con un solo elemento para dos
posibles formulaciones con Ny (cuadriticas) Co-continuas y Ny discontinuas
y tomadas o bien constantes, o bien lineales dentro del elemento triangular.
Dado que aqui no se pueden especificar valores de § en el contorno,t se fija
un tnico valor de ¢ (necesario para asegurar unicidad) en el contorno de la
parcela —que aqui es simplemente el contorno del elemento-. El recuento
muestra que sélo una de las formulaciones, esto es, la de variacién lineal del
flujo, satisface la condicién (12.17) y es, por tanto, aceptable.

En la Figura 12.3 se ilustra un test similar para el mismo elemento pero
con idénticas funciones de forma C; continuas tanto para las variables q como
para las . Este ejemplo muestra que la condicién bésica de la Ec. (12.17)
se satisface, por lo que ésta es una formulacién aparentemente permisible.

‘A veces pueden surgir dificultades incluso si el test de la parcela se
satisface, y éstas vienen indicadas matematicamente por la ya mencionada

t En la formulacién dada, la especificacién de los flujos en el contorno no se impone como
una prescripcién en las variables g

equivalentes a la forma

n, > Ng
A Restringido
n,= 12 ng=6-1=35

Figura 12.3 Como en la Figura 12.2 pero con q C,-continuas

N

(a) (h)

Sélo parag, ¢
continuo

q cambia abruptamente
J (discontinuidad) —

—

ah=q) q

Figura 12.4 Algunas situaciones en las que continuidad C, en el flujo q no es
adecuada: (a) cambio discontinuo en las propiedades del material;
(b) singularidad.

condicién de Babuska-Brezzi'* (ver nota a pie de pagina anterior)._ Estas
dificultades pueden deberse a la imposiciéon de ezcesiva continuidad en
el problema al exigir, por ejemplo, que el flujo sea Co-cor}t‘illmo. En la
Figura 12.4 se ilustran algunos casos en los que la imposicion de dicha
continuidad es fisicamente incorrecta y, por tanto, se puede esperar que
produzca resultados erréneos (y a menudo altamente oscilantes). F.)n tales
problemas se recomienda que la condicién de continuidad sea relajada, al

menos, localmente.
En la Seccién 12.4.4 se amplia la discusién sobre este problema.

12.4 Formulacién mixta en elasticidad

12.41 Generalidades. En toda la formulacién previa de problemas de
elasticidad en este libro se ha usado la formulacién irreducible, tomando
los desplazamientos u como variable primaria. Se ha usado el Principio de
los Trabajos Virtuales para establecer las condiciones de equilibrio, que se
pueden escribir como (viz. Capitulo 2)

/ 6eTo d) - / suTbd — [ 6uTtdl =0 (12.21)
0 Q T,
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donde t son las fuerzas de superficie prescritas en Iy, y con

o =De¢ (12.22)

como relacién constitutiva (se omiten aqui por claridad las deformaciones y
tensiones iniciales).

Recordemos que expresiones como la Ec. (12.21) son equivalentes a usar
residuos ponderados (viz. Capitulo 9) y en lo que sigue utilizaremos estos
ultimos a menudo. En lo anterior las deformaciones se relacionan con los
desplazamientos a través del operador matricial S introducido en el Capitulo
2, de forma que

€=Su (12.23)
be = Séu (12.24)

con las interpolaciones para desplazamientos obligadas a satisfacer los
desplazamientos prescritos en I'y. Naturalmente, esto es equivalente a una
ponderacién de tipo Galerkin.

Con el desplazamiento u aproximado como

R

ui=Nyi (12.25)

las ecuaciones de rigidez necesarias se obtienen en funcién del vector de
desplazamientos incégnita i@ y a partir de éstas, la solucién.

Es posible usar formas mixtas en las que o o €, o incluso ambas variables,
sean aproximadas independientemente. Tales formulaciones se discuten a
continuacién.

12.4.2 La forma mizta u —o. Aqui supondremos que la Ec. (12.21) es valida,
pero ¢ se aproxima independientemente como

¢ =N,a (12.26)
¥ la relacién constitutiva
o =DSu (12.27)

se satisface de forma aproximada, lo que sustituye a (12.22) y (12.23). La
forma integral aproximada se escribe como

/ §¢7(Su—-D71¢)d =0 (12.28)
Q

donde la expresién entre paréntesis es simplemente la Ec. (12.27)
premultiplicada por D! para conseguir simetria, y §¢ se introduce como
funcién de peso. De hecho, las Ecs. (12.21) y (12.28) que ahora definen el
problema son equivalentes a la estacionariedad del funcional
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Ogr = %/ aTD‘lcdﬂ+/ uT(sTa+b)—/r uT(Ge —t)dl' (12.29)
Y] Q

t

donde las fuerzas de superficie en el contorno son
t=Go

u=1u

se prescribe en Ty, como el lector puede verificar facilmente. Este es el
- . . . . . . . 15.16

conocido principio variacional de Hellinger-Reissner, pero, como ya se

ha mencionado, no es necesario para derivar las ecuaciones aproximadas.

Usando

Ny en lugar de éu
B =SN, en lugar de &
N, en lugar de éo

se pueden escribir las ecuaciones (12.28) y (12.21) en la forma estindar

[viz. Ec. (12.13)]
[(“:‘T g]{g}={2} (12.30)

A= —/NiD-‘Na dQ
Q

con

_ T
C= +AN0B dQ 1231)

f1:0

f, = +/ NTbd + | NItdr
Q T
En la forma anterior las funciones de forma Ny requieren todavia
continuidad Cj,, mientras que las N, pueden ser discontinuas. Sin embargo,
la integracién por partes de la expresién de C permite la reduccién de tal
continuidad y, de hecho, esta forma ha sido usada por Herrmann®!"'® en

problemas de placas y laminas. .
Una forma mixta u — € se puede obtener de forma analoga y se deja al

lector la derivacién como un ejercicio simple.

12.4.3 La forma mizta u—a —¢. Un problema de tres campos. Naturalmente,
es posible usar aproximaciones independientes para todas las variables
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esenciales que intervienen en el problema de elasticidad. Se pueden escribir
entonces las tres ecuaciones (12.23), (12.22), (12.21) en su forma débil como

/ 5T (De —a)d2 =0
0
50T (Su — =
/ﬂ o' (Su—-¢€)d2 =0 (12.32)
/ §(Su)Tedq - / su”bdQ — / suTtdlr =0
Q 113 T
con su correspondiente principio variacional exigiendo la estacionariedad de
1
1970 =/ 5eTDedn—/ udeﬂ—/ aT(s—Su)dﬂ—/ uTtdr (12.33)
0 Q Q T,

dondt} u = u se prescribe en I';.}. Este principio se conoce con el nombre
de Hu-Washizu®. Sin embargo, se puede proceder directamente, usando la
Ec. (12.32) y tomando las siguientes aproximaciones

1R

u

1%

0=N,i 026=N,6 y e~é=N.

. - e o . .
y sus correspondientes “variaciones”, y escribir las ecuaciones aproximadas

de forma similar a lo hecho en la seccidn anterior. Esto lleva a un sistema de
ecuaciones de la forma

A C o

€ f;
CT 0 E|(Sa,;=<"% (12.34)
0 ET o a f3
donde
A:/ NTDN,
Q
E:/N?,‘Bdﬂ
Q
C= —/ NTN, d© (12.35)
Q
fi=f=0

f3=/N$bdQ+/ NTtdr
Q T

t Es posible incluir las condiciones de contorno en desplazamientos en la Ec. (12.33) de
forma natural en vez de imponerlas; sin embargo, la mayoria de las aplicaciones del
principio en elementos finitos se hacen de la forma sefialada.
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El lector habré observado que en esta seccién de nuevo se han citado los
principios variacionales como un tema interesante simplemente, y que todas
las aproximaciones se han hecho directamente.

12.4.4 Estabilidad de la aprozimacién de dos campos en elasticidad (u — o;
u—¢). Antes de intentar la formulacién de aproximaciones mixtas de interés
practico en detalle se deben considerar problemas de estabilidad idénticos a
los discutidos en la Seccion 12.3.

Para las formas u — o, esta claro que o es la variable primaria y u la
variable de restriccion (viz. Seccién 12.2), y se tiene, tanto para el problema
total como para cada parcela de elementos, la condicién necesaria pero no
suficiente,

ne> nu (12.36)

donde ng y ny son los nimeros de grados de libertad de las variables
correspondientes.

En la Figura 12.5 se considera un problema plano bi-dimensional y se
muestra una serie de elementos en los que Ng son discontinuas, mientras que
N, son Co-continuas. Nétese que, en virtud del “principio de limitacién”,
todos los elementos que pasen el test para un solo elemento produciran de
hecho idénticos resultados que los obtenidos mediante la forma irreducible
equivalente, siempre que la matriz D sea constante dentro de cada elemento.
Estos elementos presentan, por tanto, poco interés. Sin embargo, nétese
que el Q 4/8, que falla en el test para un solo elemento, pasa el test
para ensamblajes de dos o mas elementos, y puede por tanto usarse,
comportandose bien en miltiples circunstancias. Se vera mas tarde que este
elemento es equivalente a usar integracién reducida, con cuatro puntos de
Gauss (viz. Seccién 12.7), y como ya se mencioné en el Capitulo 11, tales
elementos no son siempre robustos.

Es interesante notar que si se usa mayor orden de interpolacion para &
que para u, el test de la parcela se satisface siempre, pero en general los
resultados no mejoran.

No se muestra el test de la parcela andlogo para funciones Ny Co-
continuas, pero diremos que, de forma similar al ejemplo de la Figura 12.3,
interpolaciones idénticas de Ny y Ny son aceptables desde el punto
de vista de la estabilidad. Sin embargo, como en la Figura 12.4, la
restriccion de ezcesiva continuidad para las tensiones tiene que evitarse en las
singularidades y superficies de cambio en las propiedades de los materiales,
donde sélo las tracciones normales y tangenciales son continuas. Se mostrara
en la Seccién 12.8.3 que las interpolaciones continuas de tension a menudo
producen una importante mejora en la precisién.

La desconexién de las variables de tensién en los nodos de esquina sélo
puede llevarse a cabo para todas las variables. Por esta razén se puede
introducir un grupo alternativo de elementos con nodos de tensién en los
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ng=3 =3x3=9 =3x3=9
n,=3x2-3=3 =3%2-3=3 =6x2-3=9
(pasa) (pasa) (pasa)

X X X X XOX
X X X X
n,=3

—Zx'& 9 =4x3=12 =4x3=12
n,=4x2-3= s =8x2-3=13 =8x2-3=13 =9x2-3=15
(no pasa) (no pasa) (no pasa) (no pasa)

X XX X Dos Elementos Q 4/8

ensamblados por

X X I X X el test de la parcela

AT - 2

n,=8x3=24
n,=13x2-3=23
(pasa)

Figura 12.5 Formulacién mixta ¢ — u para elasticidad. Aproximacién discontinua
de tensiones. Test de la parcela para un solo elemento. Sin
prescripcién para las variables @, pero tres grados de libertad de @
prescritos por parcela. Condicién de test n, > n, (X se refiere a las

variables de & (3 GDL) y O a las de @ (2 GDL)).

contornos del elemento (viz. Figura 12.6).1°

En tales elementos la excesiva continuidad puede evitarse ficilmente
desconectando sélo las componentes normales de tensién paralelas a la
interfase donde se da el cambio de material. Debe notarse que incluso en el
caso en que todas las componentes de tensién estén conectadas en los nodos
de mitad de lado, tales elementos no aseguran continuidad de tensiones a lo
largo de toda la interfase. De hecho, la magnitud de tal discontinuidad puede
ser util como una medida de error. Sin embargo, debe notarse que para el
elemento lineal [Figura 12.6 (a)] las tensiones interelementales son continuas
en la media.

Naturalmente, es posible derivar elementos que presenten continuidad
completa de las componentes apropiadas de tensidén a lo largo de las
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(a)

o lineal u lineal

(b)

Figura 12.6 Formulacién mixta o — u para elasticidad. Continuidad parcial en
o {continuidad sélo en los nodos). (a) o lineal, u lineal; () posible
transformacién de tensiones en la interfase con ¢, desconectada.

interfases, y de hecho esto fue llevado a cabo por Raviart y Thomas?® para el
problema de transmisién del calor discutido anteriormente. La extensién al
problema tensional es dificil?! y adn no se han utilizado tales elementos con
éxito.

12.4.5 Condicidn de estabilidad para la aprozimacion de tres campos (€ —
@ —u). La condicién de estabilidad derivada en la Seccién 12.3 [Ec. (12.17)]
para problemas de dos campos, y que después se ha usado en la Ec. (12.36)
para la forma de elasticidad mixta simple, necesita ser modificada cuando se
consideran aproximaciones de tres campos de la forma dada en la Ec. (12.34).
Muchos otros problemas son similares (por ejemplo, flexién de placas) y, por
tanto, las condiciones de estabilidad son dutiles en general. El requisito es
ahora que

ne + ny > ng

ng > ny (12.37)

Esto se establecié por primera vez en la referencia 22, y se deduce
directamente del criterio para dos campos como se muestra a continuacién.

El sistema de la Ec. (12.34) puede ser “regularizado” sumando YE veces la
tercera ecuacién a la segunda, siendo 4 una constante arbitraria. Se tiene ahora

A C o f,
CT 4EE’ E { }: f, + vEf, }
f;

o™

£ Q

0 ET 0
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Eliminando € usando la primera de las ecuaciones se tiene

ET, o a f,

De los requisitos para el problema de dos campos [Ec. (12.17)] se tiene que para
la no singularidad es necesario que

vEET - CTA-IC, E] {a} _ {f, + 7Ef, - CTA'f, }

naznu

Reescribiendo la Ec. (12.34) como

A 0 C H f,
0 0 ET ay={f,
CT E 0 G f,

y regularizando de nuevo sumando miltiplos 7C y yYET de la tercera de las
ecuaciones a la primera y la segunda, respectivamente, se obtiene

A +9CC*, 1CE | C

ETCT, E7E | E7|)° fi+1CH
__7.____’_,_7 _____ !____ ap =< f, +7ETf,
s £,

cr, E | o

Subdividiendo el sistema como se muestra es evidente el requisito
Ne + Ny 2 Ny

No discutiremos en detalle ninguna de las posibles aproximaciones a la
formulaciéon € — ¢ — u o los correspondientes tests de la parcela, ya que
los argumentos son similares a aquéllos aplicados para los problemas de dos
campos.

En algunas aplicaciones practicas de la aproximacién de tres campos,
la aproximacién de la segunda y tercera ecuaciones en (12.32) se usa
directamente para eliminar todos los términos menos el de desplazamientos.
Esto lleva a una forma especial del método de desplazamientos a la que se ha
llamado forma B(B-barra)?*?. En la forma B las derivadas de las funciones
de forma se sustituyen por aproximaciones provenientes de la forma mixta.
En la Seccién 12.5.2 se ilustra este concepto con un ejemplo de un material
cuasi-incompresible.

12.5 Elasticidad incompresible (o cuasi-incompresible)

12.5.1 Aprozimacion de dos campos (u — p). Se ha dicho anteriormente que
la formulacion estindar en desplazamientos para problemas elasticos falla
cuando el coeficiente de Poisson se acerca a 0.5 o cuando el material se vuelve
incompresible. De hecho, surgen problemas incluso si el material es cuasi-
incompresible con v > 0.4 y la aproximacidn lineal con elementos triangulares
da resultados altamente oscilantes en tales casos.
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La aplicacién de una forma mixta para dichos problemas evita las
dificultades y es de gran interés practico, ya que el comportamiento eldstico
cuasi-incompresible aparece en muchos problemas reales de ingenieria, que
van desde la mecanica de suelos hasta la ingenieria aeroespacial. Idénticos
problemas aparecen cuando se considera el flujo de fluidos incompresibles.

El principal problema de la aplicacién de la formulacién “estdndar” en
desplazamientos en problemas incompresibles o cuasi-incompresibles consiste
en la determinacién de la tensién media o presidén, que estd relacionada
con la parte volumétrica de la deformacién. Por esta razén es conveniente
separar ésta del campo de tensiones totales y tratarla como una varia})le
independiente. Usando la notacién “vectorial” para las tensiones, la tensiéon
media o presién viene dada por

T
p=2t Z toz "3“‘ (12.38)

donde m viene dado, para el caso general de un estado tridimensional de
tensiones, por

mT = [1’1,11070’0]

La “presién” est4 relacionada con la deformacién volumétrica, €y, a traves
del médulo de deformacién volumétrica del material K para comportamiento
isotrépo. Por tanto,

ey =€z +eEytez= m”e (12.39)
ev :% (12.40)

Para un material incompresible, K = oo y la deformacién volumétrica es
simplemente nula.
La deformacién desviadora g4 estd definida como

me 1

—2=(I--mm’)e (12.41)
3 3

y esta relacionada con la tensién desviadora @4, en elasticidad isétropa, a
través del médulo de cortante G de la forma

Eg =€ —

2
04 =0 —mp=GDogy = G(Do —- gmmT)e (12.42)

donde la matriz
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debe introducirse debido a la notacién vectorial adoptada.

Las relaciones anteriores no son sino una forma alternativa de las
relaciones tensién-deformacién mostradas en los Capitulos 2 y 3, y el lector
puede verificar que

__E __E
T2 +v) K_3(1—2u)

y las Ecs. (12.42) y (12.40) pueden usarse para definir la matriz D estindar
de una forma alternativa.

G (12.43)

En la forma mixta considerada a continuacién usaremos como variables
el desplazamiento u y la presién p.

Reescribimos ahora la ecuacién de equilibrio (12.21) usando (12.42) y
tratando a p como variable independiente, como

2
/9 6eT[G(Dyo — gmmT)e+ mp| dQ — / su’bdQ — / suTtdl =0 (12.44)
. ‘ 0 T
e impongamos ademds una forma débil de la Ec. (12.40), esto es,
T T P
/ﬂ&p [m € ?] d2=0 con €=Su (12.45)
Aproximaciones independientes para u y p de la forma

uXa=Nui y p=p=Npp (12.46)

llevan inmediatamente a la aproximacién mixta escrita, como
[ A C i) A
o _v /=1 (12.47)

A= / B7G(D; ~ 2mm”)B dQ
Q

donde

C= / BTmN, d0
Q

v:/ﬂ(Nf,N,,%) (12.48) |

fi = / NIbdQ + | NItdr
Q T
f,=0

Noétese que para situaciones incompresibles las ecuaciones son de la forma
€y .

estanda}'” [viz. Ec. (12.13)] con V = 0 (a2 medida que K — o0), pero la
formulacién es de uso prictico cuando K tiene un valor alto (o v — 0.5).
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Una formulacién similar a la anterior y usando el correspondiente teorema
variacional fue propuesta por primera vez por Herrmann®®, y generalizado
mas tarde por Key?® para elasticidad anisétropa.

Los argumentos concernientes a la estabilidad (o singularidad) de las
matrices que se presentaron en la Seccién 12.3 son de nuevo de gran
importancia en este problema.

Claramente, la condicién sobre el niimero de grados de libertad es ahora

[viz. Ec. (12.17)]
nu > np (12.49)

y debe ser tenida en cuenta para evitar bloqueo (o inestabilidad) de la
solucién, ya que ahora la presién actia como variable de restricciéon o
multiplicador de Lagrange para forzar la incompresibilidad.

En la forma de test de la parcela esta condicién es critica y se muestran
en las Figuras 12.7 y 12.8 una serie de dichos tests para elementos con
interpolacién Co-continua para u e interpolacién, bien discontinua, bien
continua para p. Para cada uno se incluyen todas las combinaciones de
funciones constantes, lineales y cuadraticas.

En el test se prescriben todos los desplazamientos en el contorno
de la parcela y una variable de presién (ya que es sabido que en
situaciones totalmente incompresibles la presién queda indeterminada por
una constante).

El test para un solo elemento es muy exigente y elimina a la mayoria de
las aproximaciones continuas de presién, cuyo comportamiento es en realidad
aceptable en muchas situaciones. Por esta razén le damos mayor importancia
al test para un ensamblaje de elementos, y parece que los siguientes elementos
son aceptables de acuerdo con el criterio de la Ec. (12.49) (de hecho todos
satisfacen la condicién de B-B):

Triéngulos: T 6/1 T 10/3 T 6/C3
Cuadrildteros: Q 9/3 Q8/C4 Q9/C4

Nétese, sin embargo, que en las aplicaciones pricticas se han obtenido
resultados adecuados con los cuadrildteros Q 4/1, Q 8/3 y Q 9/4, aunque
p pueda sufrir oscilaciones importantes. Si lo que se busca es elementos
robustos, las opciones son limitadas®.

Es desafortunado que en la lista de elementos “aceptables” falten el
tridngulo y cuadrildtero lineales. Esto restringe apreciablemente el uso de
estos elementos mas simples. Un procedimiento posible, y de hecho efectivo,
es aplicar la restriccién de presién no a nivel de un elemento singular, sino
a un ensamblaje de elementos. Esto lo hizo Herrmann en su presentacion
original,?® donde se tomaban cuatro elementos para tal restriccién, como
se muestra en la Figura 12.9(a). Este “elemento”’ pasa los tests de la
parcela para un solo elemento (v para varios), pero aparentemente también
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lo hacen otros elementos que encajan en esta categoria. En la Figura 12.9(5)
se muestra como un tridngulo se puede subdividir internamente en tres
partes al introducir un nodo central. Esto, junto con presién constante
en el ensamblaje, permite que se satisfaga la condicién necesaria, y un
procedimiento estandar aplicado al tridngulo original hace que el nodo central
pueda ser tratado como variable interna. De hecho, se puede conseguir
el mismo efecto introduciendo cualquier otra funcién elemental interna que
dé valor nulo en el perimetro del tridngulo principal. Tal funcién burbuja
puede escribirse simplemente en funcién de las coordenadas de area (viz.

Capitulo 7) como
L,L,L,

Sin embargo, como ya se ha dicho, el recuento de los grados de libertad
es una condicién necesaria, pero no suficiente, de estabilidad, y se precisan
otras pruebas. En particular, se puede verificar algebraicamente que las
condiciones establecidas en la nota en el pie de pagina anterior no se satisfacen

e o u variables (restringido, libre) 2 GDL
A A p variables (restringido, libre) 1 GDL
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=0 =0 = =2
(pasa) (pasa) (no pasa) (pasa)
A 4 'y a A A A a
A ¢ ¢ 3 Y } o ¢ ¢ o
A a 4 a 4 A
=0 =0 =0 = -
fp=0 =3 =2 = =2
(pasa) (no pasa) (no pasa) (no pasa) (pasa)

Figura 12.7(a) Formulacién u — p para elasticidad incompresible. Aproximacién
discontinua de la presién. (a) Tests de la parcela para un solo
elemento. (b) Tests de la parcela para varios elementos.

n,=2 =Z;<2=l4 :i‘;X2=38
=5 = =
(no pasa) (no pasa) (pasa)

n,=2
n,=3
(no pasa)

=9x2=18
=15

(pasa)

Figura 12.7(b)
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® O u variables (restringido, libre) 2 GDL
A /\ p variables (restringido, libre) 1 GDL

| Tecs | [ Tecs |

JAVAN

n,=0 =0 =0
n,=2 =5 =2
(no pasa) (no pasa) (no pasa)

[ower]  [awer]

=0 =2
=3 =3
(no pasa) (no pasa)

=Tx2=14
=6

(pasa)

(b) (no pasa) (pasa) (pasa)

Figura 12.8 Formulacién u — p para elasticidad incompresible. Aproximacién C,-
continua de la presién. (a) Tests de la parcela para un solo elemento.
(b) Tests de la parcela para varios elementos.

n, =2 n, = 0
~
(b) ﬁ n, =2 n,=0
¢
—— (Funcién burbuja)
\
“ A + A
n, =2 m,=2
0
(Funcién burbuja)
| A
(d)< +
(Funcién burbuja)
~ ", =2 n, =2

Figura 12.9 Algunas combinaciones simples de tridngulos y cuadriléteros lineales
que pasan la condicién necesaria del test de la parcela. Las
combinaciones (a), (¢) y (d) son satisfactorias, pero (b) sigue siendo
singular y no utilizable.
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Para que no cambie
el volumen sélo
estd permitido el
movimiento vertical

. —
Para que no cambie
el volumen sélo
estd permitido el
movimiento horizontal

Tridngulo 2
Figura 12.10 Bloqueo (desplazamientos nulos) en un ensamblaje simple de

tridngulos lineales en los cuales se requiere incompresibilidad
completa (np, = n, = 24).

para esta triple subdivisién del tridngulo lineal (o en el caso de la funcién
burbuja) y, por tanto,

Cp =0 para algunos valores no triviales de p

con lo cual la inestabilidad subsiste.

En la Figura 12.9(c) se muestra, sin embargo, que el mismo concepto se
puede aplicar satisfactoriamente para p Cp-continua. Subdivisiones internas
similares en cuadrildteros y la introduccién de funciones burbuja pueden
usarse con éxito, tal como se muestra en la Figura 12.9(d).

El comportamiento de todos los elementos mencionados anteriormente
ha sido extensamente discutido,?”~3? pero una comparacién detallada de
sus méritos es dificil. Como ya se ha dicho, es esencial tener ny > np,
pero si sélo se logra la casi igualdad en un problema de gran tamafio se
obtienen resultados sin sentido para u, como se observa, por ejemplo, en la
Figura 12.10, en la que se usan tridngulos lineales para u y p constante en
el elemento. Aqui, la inica respuesta posible es naturalmente u = 0, ya que
los tridngulos deben mantener su volumen constante.

La relacién ny/np que se obtiene cuando el campo de elementos se
agranda da una indicacién del comportamiento relativo, tal como se muestra
en la Figura 12.11. Esto aproxima el comportamiento de un ensamblaje muy
grande de elementos, pero naturalmente en cualquier problema practico tal
relacién depende de las condiciones de contorno impuestas.

FORMULACION MIXTA Y RESTRICCIONES 357

Tridngulos (T) Cuadrangulos (Q)
(a)

5

o1 a1 Y=
10/3 9/3

6B1/3

(h)
6/3C _‘v =8

3BI/3C

Figura 12.11 El indice de libertad o relacion de parcela infinita para varios
elementos u-p para elasticidad incompresible (y = Ny /Mp).
(a) Presién discontinua. (b) Presién continua.

Nétese que para la aproximacién discontinua de presién esta relaciéon para
los elementos “buenos”’ es de 2 a 3, mientras que para la presién Co-continua
es de 6 a 8. Todos los elementos mostrados en la Figura 12.11 se comportan

muy bien.
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12.5.2 Aprozimacidn de tres campos (u — p — €y). El método B—barra para
materiales cuasi-incompresibles. Una aproximacién directa a la forma de
tres campos lleva a un método importante dentro de los procedimientos
de solucién por elementos finitos para materiales incompresibles al que se
llama a veces método B-barra. La metodologia puede exponerse para el
problema (cuasi) incompresible. Se ha demostrado que la forma normal
irreducible (método de desplazamientos) sufre “bloqueo” ‘para el problema
Cuasi-incompresible. Como se muestra en la Secccién 12.5.1, el uso de
un método mixto puede evitar el fenémeno del bloqueo si se implementa
adecuadamente (por ejemplo, usando la forma de dos campos Q 9/3). A
continuacién se presenta una alternativa que conduce a una implementacién
eficiente y precisa en muchas situaciones. En este desarrollo supondremos
que el material es isétropo, pero puede extenderse ficilmente para incluir
materiales anisétropos.

Suponiendo aproximaciones independientes para ¢, y p se puede formular
el problema usando las Ec. (12.44) y la forma débil de la relaciones (12.39)
y (12.40) escritas de la forma

/ §pley — mTSu]d =0 (12.50)
Q

/ Seu[Key — p]d =0 (12.51)
1]

y (12.44).
Si se aproximan los campos u y p como en (12.46), y

£v & &y = Nyéy (12.52)

se obtiene una aproximacién mixta de la forma

A C 0 a f,
cT o -E[{pb=1{% (12.53)
0 —-ET H Ev f3
donde A, C, f; se dan en (12.48), y
E= / NN, dQ f;=0 (12.54)
Q
con
H-= / NTKN, dQ (12.55)
Q
La segunda ecuacién de (12.53) tiene la solucién
& =E'CTa=Wa (12.56)

FORMULACION MIXTA Y RESTRICCIONES 359

En lo anterior se ha supuesto que E es invertible, lo que implica que Ny y
N tienen el mismo nimero de términos. Ademas, las aproximaciones para
la deformacién volumétrica y la presién se construyen para cada elemento
individualmente y no son continuas a través de los contornos elementales. Por
tanto, la solucién de la Ec. (12.56) puede llevarse a cabo para cada elemento
individualmente. En la prdctica, Ny normalmente se supone idéntica a Ny
y asi E es simétrica y definida positiva. La solucién de la tercera ecuacién
de (12.53) da los pardametros de la presién en funcién de los pardmetros de
la deformacién volumétrica, de la forma

p = (E")'He, (12.57)

Substituyendo (12.56) y (12.57) en la primera ecuacién de (12.53) se obtiene
una solucién en funcién de desplazamientos solamente de la forma

Aa=f (12.58)

donde, para materiales isétropos
A= / B7G(Do — tmm")B dQ2 + WTHW (12.59)
aQ

La solucién de (12.58) da los pardmetros nodales para los desplazamientos,
y entonces pueden usarse (12.56) y (12.57) para obtener las aproximaciones
para la deformacién volumétrica y la presion.

El resultado de (12.59) puede ser modificado para obtener una forma
similar a la del método estandar de desplazamientos. Para ello se escribe

A= / BTDB d0 (12.60)
Q
donde la matriz de desplazamientos-deformacién es ahora

B=(I-1mm"B+imN,W (12.61)

Para materiales isotropos la matriz constitutiva es

D = G(Do - 2mm¥) + Kmm” 12.62
3

Nétese que la forma anterior es idéntica al modelo estindar de
desplazamientos, salvo que B ha sido reemplazada por B. El método se
discute més extensamente en las referencias 23 y 24.

La equivalencia de (12.59) y (12.60) puede verificarse mediante simple
multiplicacion de matrices.

La formulacién presentada se ha implementado en un elemento incluido
como parte del programa del Capitulo 15. La elegancia del método esta
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mejor explotada en problemas no lineales, tales como plasticidad o elasticidad
con deformaciones finitas. Para una discusién mads completa véase la
referencia 24.

Nétese que la eliminacién de p también puede llevarse a cabo en la forma
de dos campos u — p usando K como un niimero de penalizacién, pero si K
es una variable real con variacién espacial, la forma dada aqui es mucho mas
conveniente, ya que la matriz E es independiente de K.

Naturalmente, los mismos criterios de estabilidad discutidos previamente
para la aproximacién de dos campos son vilidos aqui.

12.6 Alisado de tensiones / muestreo 6ptimo

12.6.1 Proyeccion de tensiones. Hemos observado en capitulos anteriores
que la formulacién de desplazamientos produce a menudo predicciones poco
realistas de tensién, dando “saltos” de tensién inter-elementales aiin cuando
las tensiones reales son continuas. A menudo se recurre en la practica al
promediado nodal de las tensiones elementales para obtener una mejor visién
de las tensiones por un proceso de proyeccidn o recuperacidn variacional que
es en si mismo otra formulacién mixta posible.32-3¢

Asi se obtienen los desplazamientos u (o las temperaturas ¢ en un
problema de campo, tal como el tratado en la Seccién 12.3) con una
formulacion irreducible. Sin embargo, en lugar de calcular las tensiones &
de la forma

& = DB (12.63)

se calculan las tensiones ¢* interpoladas como

a* =N,& (12.64)

de tal forma que aproximen & en un sentido débil. Esta aproximacién se
puede escribir

/ NI(e* - 6)d2 =0 (12.65)
Q

(L NZNo dQ) = (/n N£DBﬁ) 0 (12.66)

Esta es casi idéntica a la primera de las ecuaciones de (12.30), usada en
la aproximacién mixta ¢ — u, y seria idéntica si el integrando hubiera sido
premultiplicado por D=1, No se ha hecho asi en este caso ya que la estructutra
de la matriz en el primer miembro de la Ec. (12.66) es de especial interés.

o bien

De hecho, nos encontramos esta forma en problemas dindmicos como una
“matriz de masa”. Sillamamos a esta matriz
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M= / NN, a2 (12.67)
Q

vemos que es ficil “diagonalizarla” de forma aproximada como M. En el
Apéndice 8 se describen varios procedimientos de diagonalizacion y se ve que
una de las formas més ttiles es aplicar una regla aproximada de integraciéon
con los puntos de integracién restringidos a los nodos i de N Silas funciones
N, estan escritas en forma “estindar”, y no en forma jerdrquica, el proceso
produce una matriz puramente diagonal. Si la Ec. (12.66) se escribe como

Mé =P (12.68)
se puede aproximar su solucién de la forma
G = ME‘P (12.69)

donde la inversién es trivial. Se pueden obtener mejoras sucesivas de la
solucién mediante la iteracién

" ="+ M;}(M&"! - P) (12.70)

La proyeccién mas obvia es usar Ny continuas y tales que

N, = Ny (12.71)

obteniéndose de esta manera una aproximacién de mayor precision.
Es interesante notar que la “proyeccién” de la Ec. (12.66) es equivalente
al ajuste por “minimos cuadrados”, o a la minimizacién de

o= /n(cr* — &)t dQ (12.72)

con respecto a & de la Ec. (12.64).

12.6.2 Muestreo optimo. El hecho de que las tensiones alisadas, y por
tanto, mas precisas, sean un ajuste por minimos cuadrados de las tensiones
calculadas proporciona una pista sobre la localizacién de los puntos en los
cuales el muestreo o evaluacién de tensiones es 6ptimo.

Considérese la Figura 12.12 en la que se muestran tensiones (gradientes)
lineales a trozos y discontinuos como aproximacién de la distribucién real. Si
esta ltima es un ajuste por minimos cuadrados de la primera, es evidente
que en ciertos puntos ambas deben ser iguales. De hecho, esta igualdad
ocurrira en general en el interior de cada elemento. Si se conociera a priori
dénde estan situados dichos puntos, siempre calculariamos en ellos la solucién
exacta; claramente esto es un suefio dificilmente realizable.

Sin embargo, una propiedad 1til de los puntos de integracién de Gauss-
Legendre puede ayudar. Esta propiedad puede enunciarse de la forma: Si
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eziste una formula de integracion numérica con un nimero minimo de puntos
de muestreo que integra de forma ezacta un polinomio de grado 2M + 1,
entonces, en general, en tales puntos un polinomio de orden M + 1 es igual
a su correspondiente ajuste por minimos cuadrados mediante un polinomio
de orden M.

Esta proposicidn es exacta para el caso de integracién de Gauss en una
dimension, y se satisface aproximadamente para expresiones de integracién
en dos y tres dimensiones.®”

Es obvio en el ejemplo mostrado que si la curva exacta fuera una parabola,
entonces dos puntos de Gauss definirian de forma tnica una recta que es su
ajuste por minimos cuadrados. A la inversa, si se muestrea la aproximacién
Su en estos puntos, se obtiene una precisién un orden superior que la que
proporciona la aproximacién en cualquier otro sitio. Claramente tales puntos
son 6ptimos para el muestreo de la magnitud Su (o las deformaciones y
tensiones en un problema de elasticidad).

Para soluciones suaves se puede decir de forma bastante general que la
aproximacién a Su es siempre de orden O(hP~™11) donde p es el orden
del polinomio completo en la funcién de forma de aproximacién y m es el
orden del operador S (Capitulo 9, Seccién 9.8). Por tanto, en los puntos
de integracién numérica que integran ezactamente un polinomio de orden
2(p—m)+1 [osea, con un error de orden O(h2(P—m)+2 )/, la aprozimacion a
Su serd casi un orden mejor, esto es, O(RP~™12),

Obviamente, en cualquier cdlculo por elementos finitos es conveniente
muestrear las deformaciones en dichos puntos de integracién, como ha sido
manifestado por muchos investigadores.34:37-3°

Aproxi se1e
proximacidén lineal Exact
| por segmentos recta -

E | Ts"

Los puntos de igualdad en una aproximacién
exacta o mala son parabdlicos

Figura 12.12 Ajuste lineal por minimos cuadrados a la curva Su de tensién o
deformacién.
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La Figura 12.13 muestra algunos de tales puntos éptimos de muestreo
para varios elementos del tipo Cp (m = 1).

Los resultados para tridngulos y cuadrildteros lineales son fisicamente
obvios (y ya hemos mencionado en el Capitulo 3, Seccién 3.2.9, que
“obviamente” las tensiones estin mejor representadas en los centroides).
Para elementos Cp de mayor orden los resultados no son en absoluto
evidentes, pero son, sin embargo, ciertos.

El concepto de ajuste por minimos cuadrados tiene justificacién adicional
en problemas auto-adjuntos en los que se minimiza un funcional de energia.
En tales casos, tipicos en la formulacién en desplazamientos de elasticidad,
se puede mostrar facilmente que la minimizacién es equivalente a ajustar por
minimos cuadrados las tensiones a las exactas. Por tanto, se puede empezar
de forma general por una teoria que establece que la minimizacidn de un
funcional de energia I definido como

-1 T u u”
= 2/0(Su) A(S )dn+/n pdo (12.73)

que da la solucidn ezacta u = 1, es equivalente a la minimizacion de otro
funcional II* definido como

n* = %/ [S(u — @)]TAS(u — 0)dQ (12.74)
Q

En lo anterior S es un operador lineal auto-adjunto, y A y p son matrices

prescritas de posicién. La forma cuadratica (12.73) es la que aparece en la

mayoria de problemas lineales auto-adjuntos.

Este teorema viene dado en diferentes formas por Herrmann,* Moan,?
Brauchli y Oden®® y demuestra que la solucién aproximada a Su se acerca a
la exacta Sii como una aprozimacién ponderada de minimos cuadrados.

En el contexto del analisis elastico, por ejemplo, se puede establecer
que la minimizacién de la energia potencial total es equivalente a encontrar
un ajuste ponderado de minimos cuadrados a las deformaciones exactas
mediante aquéllas que se suponen de forma aproximada.

La demostracién del teorema anterior se da al final de esta seccion.

En algunas ocasiones componentes individuales de las deformaciones
o tensiones muestran localmente una muy mala aproximacién debido a
términos espureos de alto orden presentes en los elementos cuadrilateros.
Aqui de nuevo los puntos de muestreo 6ptimo vienen al rescate.

En la Figura 12.14 se muestra, por ejemplo, un analisis de una viga
en voladizo usando cuatro elementos cuadréticos del tipo “serendipito”.
Mientras los resultados para las flechas y las tensiones axiales son excelentes,
las tensiones de cortante muestran una “variacién” parabdlica en cada
elemento que resulta en una representacion muy pobre de las tensiones reales.
Sin embargo, los valores obtenidos en los puntos de Gauss son una excelente

7



364 El Método de los Elementos Finitos
P Error éptimo O(h*P-m)+2) Minimo O(h3(P-m)+1)
1 O(h’) > O(h)

O(h?%) O(h?)

O(h?) D O(h?)

2 > O(h?)
O(h*) & O(h?)

Figura 12.13 Muestreo 6ptimo y nimero minimo de puntos de integracién para
algunos elementos C,.

representacion de las tensiones de cortante medias correctas.

Mejoras similares se pueden mostrar en el contexto de otros elementos y
problemas, aunque (afortunadamente) las discrepancias no son siempre tan
grandes.

El ejemplo mencionado sugiere que en los elementos Cp cuadréticos, sean
bi- o tri-dimensionales, las tensiones (o magnitudes similares) nunca deben
ser calculadas en los nodos. Si se desean valores nodales, entonces debe
hacerse una proyeccién o una simple extrapolacién bilineal a partir de los
valores en los puntos de Gauss. Tales valores son también excelentes, como
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Figura 12.14 Viga en voladizo con cuatro elementos cuadrilateros (Q8). Muestreo
de tensiones en los puntos de Gauss de orden cibico en (2 x 2) con
extrapolacién a los nodos.

se muestra en la Figura 12.14. Mas ejemplos de tales extrapolaciones se dan
en Hinton y Campbell**. Hinton et al*' y Barlow®® presentan un algoritmo
de extrapolacién muy simple para estos problemas.

Demostracion del Teorema

La variacién de II definida en la Ec. (12.73) es, para u = i (la solucién exacta),
5T = 1/(szsu)’,xsmdn + 1[(sa)usoudn+/ SuTpdQl =0
2Ja 2Ja a

o, si A es simetrica,
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§I = / (Séu)TASGad +/ fupdl=10
a a
donde éu es una variacién arbitraria. Entonces se puede escribir

du=u

/(Su)’ASﬁdﬂ +/ updl =0
a a

Restando la anterior de la Ec. (12.73) y notando la simetria de la matris A, se puede
escribir

1
n=! / [S(u— @) AS(u — &) dql — 1/(sa)usadn
2 Ja 2 /o
donde el tltimo término no estd sujeto a variacién. Por tanto,

II* = II 4 constante

y su estacionariedad es equivalente a la estacionariedad de II.

12.7 Integracion reducida y selectiva y su equivalencia con
problemas mixtos penalizados

En el Capitulo 8 se han mencionado las reglas de integracién numérica
mads bajas que preservan el orden de convergencia necesario para varios
elementos, pero al mismo tiempo se ha apuntado la posiblidad de singularidad
en las matrices elementales resultantes. En el Capitulo 11 nos referimos
de nuevo a tales reglas de integracién de bajo orden, introduciendo el
nombre de “integracién reducida” para aquellas que no evalian la rigidez
exactamente para elementos simples y apuntamos algunos peligros de su
uso indiscriminado debido a la inestabilidad resultante. A pesar de todo,
dichas integraciones reducida y selectiva (donde la aproximacién de bajo
orden sdlo se aplica a ciertas partes de la matriz) han demostrado su valia
en la prictica, dando a menudo resultados mucho mas precisos que usando
reglas de integracién de mayor orden. Esto es particularmente notable en
elasticidad cuasi-incompresible (o en flujo de Stokes, que es similar®?~44) y
en problemas de flexién de placas y laminas tratados como un caso de sélido
degenerado?®:%8,

El éxito de estos procedimientos, derivados en principio a través de
razonamientos heuristicos, resulté bastante espectacular — jaunque habia
quién pretendia, rayando en la inmoralidad, obtener mejores resultados
haciendo menos trabajo!—. Obviamente se buscé una justiciacién completa
de estos métodos?” y una de las razones obvias es que frecuentemente las
férmulas de integracién reducida se aplican precisamente en los mismos
puntos que se han identificado en la seccién anterior como éptimos. Sin
embargo, la principal razén del éxito no es esa, sino que est4 asociada con el

el hecho de proporcionar la necesaria singularidad a la parte de la n.mtriz
que actia como restriccién [viz. Ecs. (12.18) a (12.20)], lo que evita el
bloqueo. Tal singularidad puede ser deducida del recuento de puntos de
integracién,"”*® pero es mas sencillo demostrar que existe una comp.leta
equivalencia entre los procedimientos de integracién reducida (o selectiva)
y la formulacién mixta ya descrita. Esta equivalencia fue demostrada p(:z
primera vez por Malkus y Hughes*® y después por Zienkiewicz y Nakazawa
en un contexto general.

Se demuestra aqui dicha equivalencia para el problema de elasticidad
cuasi-incompresible, para el cual la forma integral débil mixta viene dada
por las Ecs. (12.44) y (12.45).

La forma irreducible correspondiente se puede escribir satisfaciendo la
segunda de estas ecuaciones exactamente, imponiendo

p=KmTe (12.75)

y sustituyendo ésta en (12.44) se tiene

/ 567 G(D° ~3mmT)e dt+ / se"mKmTe d— / §uTb d— /P §uTE dr=0
o) 1] 4] t

(12.76)
Tras sustituir
ua=Nydia y exé=SNu=Bu (12.77)
se tiene
. (A+A)a=1f (12.78)
donde A y f; son exactamente los de la Ec. (12.48), y
A= / B'mKm”B dQ (12.79)
Q

La solucién de la Ec. (12.78) en i permite determinar la presién en todos
los puntos usando la Ec. (12.75). En particular, si se ha usado un esquema
de integracién para evaluar (12.79) que muestree en puntos ({), se puede
escribir

p(€) = KmTe(¢) = Km™B(¢)a (12.80)

Volvamos ahora nuestra atencién a la forma mixta penalizada de las
Ecs. (12.44) a (12.48) y recordemos que la segunda de las ecuaciones (12.47)
es explicitamente

Nyp
T ™ p _
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Si se aplica a la anterior integracién nidmerica, con muestreo en los
nodos de presion situados en las coordenadas (¢), previamente definidas en
la Ec. (12.80), se puede escribir para cada componente escalar de N,

2 Npi(6) (mTB(E)ﬁ - -hl"(lfl) We=0 (12.82)

donde el sumatorio es sobre todos los puntos de integracién (£) y donde We
son las funciones de peso y determinantes jacobianos adecuados.
Pero como

Np,'(f) =1

s? ¢ estd en el nodo j y cero en los otros nodos, la Ec. (12.82) se reduce
simplemente al requisito de que en todos los nodos de presién

mTB(¢)a = % (12.83)

Esta es precisamente la misma condicién que la de la Ec. (12.80), y queda
probada la equivalencia entre ambos procedimientos, siempre que el esquema
de integracién usado para evaluar A permita la integracién ezacta de la forma
mizta de la Ec. (12.81).

Esto se cumple en la mayoria de los casos y entonces la equivalencia
integracién reducida~forma mixta es exacta. En los demis casos, la
equivalencia existe para un problema mixto en el que se usa una regla de
integracién inexacta para evaluar ecuaciones tales como la (12.81).

Para elementos isoparamétricos curvos la equivalencia es de hecho
inexacta, y se pueden obtener resultados ligeramente distintos usando
integracién reducida y formas mixtas. Esto queda ilustrado en ejemplos
de la referencia 51.

Se puede concluir, sin demostracién detallada, que este tipo de
equivalencia es bastante general, y que con cualquier problema similar la
aplicacién de una cuadratura nimerica de n, puntos para evaluar la matriz
A de cada elemento es equivalente a un problema mixto en el que la variable
p se interpola elemento a elemento tomando como valores nodales los mismo
puntos de integracién.

La equivalencia sélo es completa para el procedimiento de integracién
selectiva, esto es, aplicacién de la cuadratura numérica solo a la matriz A, y
asegura que esta matriz sea singular, osea, no habra bloqueo si se satisfacen
las condiciones previamente mencionadas (ny > np).

‘ El uso de integracién reducida en el resto de la matriz que determina u,
i.e., A, solo es permisible si ésta resulta no singular, como es el caso que se
ha mencionado anteriormente del elemento Q 8/4.

Se puede, por tanto, concluir que todos los elementos con interpolacién

discontinua de p que se han verificado como aplicables al problema mixto (viz.
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Figura 12.7, por ejemplo) pueden ser implementados para situaciones cuasi-
incompresibles con una forma irreducible penalizada y usando la integracién
selectiva correspondiente.t

En la Figura 12.15 se muestra un ejemplo que indica claramente la
mejoria en desplazamientos que se consigue con la integracién reducida a
medida que el médulo de compresibilidad K crece (o el coeficiente de Poisson
tiende a 0.5). Nétese también en este ejemplo la validez con una mejora
espectacular de tales puntos para el muestreo de tensiones.

En problemas en los que la variable (de restriccién) p se interpole
continuamente ( Cp) los razonamientos anteriores fallan, ya que cantidades
como mTe no son continuas entre elementos en la forma irreducible.

Un corolaric muy interesante de la equivalencia demostrada
para comportamiento cuasi-incompresible se obtiene notando el rapido
crecimiento del orden de las férmulas de integracién con el nimero de puntos
en la cuadratura (viz. Capitulo 8). Para elementos de alto orden el nimero de
puntos de cuadratura equivalente a la variable de restriccidn p admisible por
estabilidad alcanza rdpidamente la requerida para integracion ezacta, y por
tanto su actuacién en situaciones cuasi-incompresibles es ezcelente, incluso
81 se usa integracion ezacta. Esto ha sido observado en muchas ocasiones®?~%4
y Sloan y Randolph®® han demostrado el buen comportamiento del triangulo
quintico. Desafortunadamente los elementos de alto orden presentan otras
dificultades, y son poco usados en la practica.

Un comentario final sobre el uso de la integracién “reducida” en
particular, y de los métodos penalizados y mixtos en general. Como ya
se ha sehalado en la Seccién 12.3.1 es posible para tales formas obtener
resultados adecuados para la variable primaria (u en este ejemplo), incluso
si las condiciones generales de estabilidad no se cumplen, siempre que algunas
de las ecuaciones de restriccion sean linealmente dependientes.

Esta situacién se da en algunos elementos que se utilizan a veces para la
solucién de problemas incompresibles, pero que no pasan el test de la parcela,
tales como el Q 8/4 y Q 9/4 de la Figura 12.7. Si tomamos el dltimo nimero
como correspondiente a los puntos de integracién, estos daran campos u
aceptables, pero no p.

La Figura 12.16 ilustra el caso en un ejemplo que corresponde a flujo
viscoso lento a través de un orificio, un problema que obedece ecuaciones
idénticas a las de la elasticidad incompresible. Se comparan los elementos Q
8/4, Q 8/3, Q 9/4 y Q 9/3 aunque sdlo el iltimo satisface completamente
los requisitos de estabilidad. Todos los elementos proporcionan un campo
de velocidades (u) razonable, pero las presiones sélo son aceptables para el
dltimo, mientras que el elemento Q 8/4 no da siquiera resultados que se
puedan dibujar.?

t El elemento Q 9/3 requerird una cuadratura de tres puntos, lo cual es poco natural
para cuadriliteros. Por lo tanto, es mejor utilizar simplemente la forma mixta.
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Figura 12.15 Esfera sometida a presién interna. Efecto de las reglas de integracién numérica con diferentes coeficientes de Poisson.
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